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VORWORT. 



Schon seit längerer Zeit war es Plücker's Absicht, die Gesammtheit 
seiner Forschungen über die von ihm in die Geometrie eingeführten Linien- 
gebilde, in einem grossem Werke vereinigt, der Oeflfentlicükeit zu übergeben; 
wobei denn nur zum Theil einige frühere Arbeiten*) reproducirt, grösstentheils 
aber Neues und bisher Ungedrucktes gebracht werden konnte. Es war ihm 
nicht vergönnt , sein Vorhaben vollständig auszuführen ; aber der grösste Theil 
des beabsichtigten Werkes war bei seinem Tode fertig gedruckt und von ihm 
selbst durchgesehen. Der Herr Verleger wollte dem wissenschaftlichen Publicum 
Untersuchungen von so grosser Tragweite nicht länger als unumgänglich nöthig 
war vorenthalten sehen ; und es erscheint also , während die Fortsetzung des 
Werkes möglichst beschleunigt werden soll, hier derjenige Theil, dessen Druck 
noch unter Plücker's eigener Aufsicht vollendet worden ist. Derselbe enthält 
nach der Entwicklung der allgemeinen VorbegriflFe zunächst die Theorie der 
linearen Complexe, sodann aber die Anfänge einer ausführlichen Theorie der 
Complexe zweiten Grades , welche von Plücker hier zum ersten Male behandelt 
sind.**) In der letztem beschäftigt ihn insbesondere eine Classe von merk- 
würdigen Flächen 4. Ordnung und 4. Classe, welche er Complexflächen genannt 
hat, und deren Darstellung durch anschauliche Modelle ihm bei seiner Methode 
der Forschung wesentliche Unterstützung darbot, f) 

Für die Fortsetzung des Werkes liegt allerdings nur ein kleiner Theil 
des Manuscriptes vollständig ausgeführt vor; aber glücklicherweise ist Herr 



*) Phil. Transact. 1865, p. 725, übersetzt in Liouv. Journal 2. Serie T. XI; Proceedings of the 
Royal Soc. 1865; Les Mondea p. Moigno, Janvier 1867, p. 79; Annali di matematica Ser. IL T. I. p. 160 

**) Untersuchungen über diese Complexe hat in Folge von Plucker'a Arbeit über Complexe 
ersten Grades Herr Battaglini jgegeben (Atti della Keale Accademia di Napoli, vol. III). Eine Reihe 
von Plücker's Resultaten sind in dieser Arbeit bereits enthalten. Indessen hat Plücker die seinigen 
selbstständig gefunden; auch sind seine Methoden ganz andere, mehr geometrische, als die der neuem 
Algebra verwandten des italienischen Gelehrten, 

t) Eine grosse Anzahl eleganter Modelle dieser Art verfertigt nach Plücker's Anweisung der 
Mechanicus Epkens in Bonn. 



IV 

Klein, bisher Assistent Plücker's in seinen physikalischen Vorlesungen, welcher 
sich bereits an der Ausarbeitung des Werkes in mannigfacher Weise betheiligt 
hat, und sich Geist und Methode der Untersuchung zu eigen zu machen 
wiLsste, durch mündliche Mittheilungen des Verstorbenen in den Stand 
gesetzt, die Lücken des Manuscriptes in Plücker's Sinn zu ergänzen. Man 
darf daher hoffen, das Ganze bald so nahe wie möglich in einer Weise 
vollendet zu sehen , wie sie Plücker selbst wohl gewünscht und vorausgesehen 
hat, wenn, wie dies seit längerer Zeit öfters geschah, ein Vorgefühl des 
Todes ihm die Befürchtung aufdrängte , dass es ihm nicht möglich sein werde, 
das Werk selbst zu vollenden. Diese Fortsetzungen werden die weitere Aus- 
führung der Theorie der Complexe 2. Ordnung zum Gegenstande haben, in 
einer Weise, welche Plücker's Vorstellungen gemäss der Theorie der Flächen 
2. Ordnung analog ist. Die Methoden Plücker's werden dabei möglichst , 
getreu beibehalten werden. Es wird einer jüngeren Generation vorbehalten 
bleiben, die reiche Fülle von Gedanken, welche Plücker in dieser, wie in 
allen seinen geometrischen Untersuchungen ausgeschüttet hat, auch im Sinne 
neuerer Methoden auszubeuten und zu gestalten. 

Und so wird dem wissenschaftlichen Publicum hiermit das gegenwärtige 
Werk als das Vermächtniss des grossen Geometers übergeben , welcher , nach- 
dem er in jungem Jahren bahnbrechend in seiner Wissenschaft gewirkt, am 
Ende seines Lebens sich der Geometrie wieder zugewandt, und neue Ideen 
mit jugendlicher Frische entwickelnd, noch im Alter mit einem neuen und 
grossen Gebiete die Disciplin beschenkte, welche seiner frühern Thätigkeit 
so viel verdankt. 

Der Wunsch des Hei-m Verlegers , welcher es dem Unterzeichneten möglich 
macht, durch eine aecessorische Betheiligung an der Herausgabe seiner 
Verehrung für den Verstorbenen einen thatsächlichen Ausdruck zu geben, 
bietet mir zugleich die willkommene Gelegenheit, die gewohnte Liberalität 
dankbar anzuerkennen, mit welcher der Herr Verleger Druck und Ausstattung 
des Werkes angeordnet hat. 

Glossen, den 8. Juni 1868. 

A. Clebsch. 



ERSTE ABTHEILUNG. 



Einleitende Betrachtungen. 



§ 1- 

Goordinaten der geraden Linie im Ranme. Strahl und Axe. 

1. Eine gerade Linie können wir unter zwei verschiedenen, gleich all- 
gemeinen Gesichtspuncten auffassen. 

2. Wir können erstens die gerade Linie als einen geometrischen Ort von 
Puncten, als von einem Puncto beschrieben, als einen Strahl betrachten. In 
dieser Auffassung können wir uns der Punct-Coordinaten x, y , z bedienen 
und, in gewohnter Weise, eine gerade Linie durch die Gleichungen ihrer 
Projectionen auf zwei der drei Coordinaten-Ebenen : XZ und YZ, darstellen: 

,r = rz+(>, 

y = 52 + (>, 

aus welchen dann die Gleichung der Projection auf die dritte Coordinaten- 

Ebene XY: 

ry — sx = (;•(> — ,99), (2) 

unmittelbar folgt. Wir können, indem wir der Kürze wegen 

ro — SQ :^ tj (3) 

setzen , 

r, s, 9, (>, Tj (4) 

als die fünf Goordinaten der geraden Linie, die wir als Strahl 
betrachten, bezeichnen. Diese fünf Goordinaten lassen sich in Folge der zwi- 
schen ihnen bestehenden Relation (3) auf die zm* Bestimmung der geraden 
Linie erforderlichen vier Constanten zurückführen. 

Für einen Strahl, der durch einen gegebenen Punkt (.1', y', z') geht, ist 

.r = rz +9, 

y' = sz' + a. 
Mithin kommt: 

Pliicker, Geomciric. \ 
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X — X y — y 

z — z z — z ^ 

x' z — xz' yz' — y' z 

0= 7—» = — 



V = 



z — z 
xy' — x'y 



z — z 

Statt der obigen fünf Coordinaten (4) der geraden Linie können wir hier- 
nach die folgenden sechs nehmen, denen wir einstweilen noch ein beliebiges 
Vorzeichen geben: 

Erst wenn wir irgend fünf der sechs Coordinaten durch die sechste dividi- 
ren, erhalten wir Werthe, welche eine bestimmte Beziehung zu der dar- 
gestellten geraden Linie haben, imd durch deren Vermittelung wir diese 
construiren können. — Auf diese Weise wird die Coordinaten-Bestimmung 
in Beziehimg auf die drei Coordinaten- Axen eine symmetrische. Zwischen 
den sechs neuen Coordinaten besteht die Bedingungs-Gleichung: 
(x — x') iyz' — yz) + (y — y') {xz — xz') + (z — z^ {xy' — xy) = 0, (6) 
welche in Beziehung auf x,y, z, x\ y'; z' eine identische ist. 

Indem wir .r', y', z' sowohl als o,-, y, z als veränderlich betrachten, 
wird ein Strahl durch zwei Puncte (.r, y, z) imd (.r', y\ z'), die beide will- 
kürlich auf demselben angenommen werden können, bestimmt. In Folge 
der WillkürUchkeit dieser Annahme reduciren sich die sechs Coordinaten, von 
welchen die Lage zweier Puncte abhängig ist, auf vier, die zur Bestimmimg 
einer geraden Linie gehören. 

3. Wir können zweitens eine gerade Linie als von einer sich drehenden 
Ebene mnhüUt, als eine Axe betrachten, in der sich alle mnhüllenden Ebenen 
schneiden. Um eine gerade Linie in dieser zweiten Bedeutung durch zwei 
Gleichungen darzustellen, müssen wir von Plan -Coordinaten Gebrauch 
machen. Nehmen wir die drei Constanten der folgenden Gleichung, welche 
eine Ebene in Punct-Coordinaten darstellt: 

/:r + My + rz + 1 = 0, (7) 

als die Coordinaten der Ebene , so bedeuten diese die mit entgegengesetztem 
Zeichen genommenen reciproken Werthe derjenigen Segmente, welche die 
Ebene von den drei Coordinaten- Axen abschneidet. Die beiden Gleichungen : 

U = fV + Xj 
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stellen, einzeln genonamen, zwei Punkte in den beiden Coordinaten-Ebenen 

XZ und FZ dar; wir können sagen, dass das System beider Gleichungen 

die gerade Linie darstellt, welche die beiden Puncte verbindet: eine Axe. 

Die Gleichung: 

pu — qt = (px — r/:r)^ (9) 

welche aus den Gleichungen (8) sich ergibt, wenn wir die Veränderliche 

V eliminiren, stellt denjenigen Punct dar, in welchem die dritte Coordinaten- 

Ebene XF von derselben geraden Linie geschnitten wird. In ganz analoger 

Weise, wie wir früher r, s, a, q, rj als die fünf Coordinaten eines Strahles 

betrachtet haben, nehmen wir nun, indem wir der Kürze halber: 

p7c — q% ^^ 0} (10) 

setzen , 

p, q, IT, X, G) 

als die fünf Coordinaten der als Axe betrachteten geraden Linie. 

Wenn wir die Coordinaten einer gegebenen durch die Axe gehenden 

Ebene durch // u' v' bezeichnen, so konmit: 

t' = pv' + :r, 

u = qv' + X, 
und hieraus ergibt sich: 



t t' 

* t'v tv' 
sr — 7, 

V — V ' 

1 


tu' 

w 


t' 


• 

u 


M «' 


uv' — u'v 


V — V ' 



v — v' 
Hiemach können wir zur Bestimmimg von Axen statt der früheren fünf 

Coordinaten (11) auch die folgenden sechs nehmen: 

+ (^ — O, ±{u — u), ±{v — rO, /j2) 

±^{uv' — uv), ±(rv — fv'), +{tu—t'u), ^ ^ 

indem wir einstweilen die Vorzeichen noch unbestimmt lassen. Erst wenn 
wir irgend fünf dieser sechs Coordinaten durch die sechste dividiren , erhalt- 
ten wir Ausdrücke, die zur Construction der geraden Linie dienen können. 
Zwischen den sechs neuen Coordinaten einer Axe besteht die folgende, in 
Beziehung auf f, u, v, (! u, v' identische Gleichung: 

(/ — ("iiuv' — uv) + (w — u) {('v — iv') + {v — v') {tu— t'u) = 0. (13) 
Indem wir /', u\ v' sowohl als /, u, v als veränderlich betrachten, wird 
eine gerade Linie, in der Bedeutung einer Axe, durch irgend zwei Ebenen 

(/, u, v) und (/', u, t?'), welche in ihr sich schneiden, bestimmt. 

1* 



(14) 
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4. Wenn dieselbe gerade Linie einmal als Strahl, das andere 
Mal als Axe bestimmt werden soll, so muss jeder der beiden Puncte (i-, f/, z) 
und {x' ,y', 2% durch welche der Strahl bestimmt ist, in jeder der beiden Ebe- 
nen {ty u, v) und (/', ?/', v') liegen, welche zur Bestimmung der Axe dienen, 
oder, was dasselbe heisst, jede der beiden Ebenen muss durch jeden der 
beiden Puncte gehen. Dem entsprechend erhalten wir die folgenden vier 

Gleichungen : 

Lv + uy +e?z+l = 0, 

f X + u y + V z + 1 = 0, 

tx' + uy' + rz' + 1 = 0, 

(\t + ti y + vz' + 1 = 0, 

welche die Bedingungen enthalten, dass der durch die sechs Coordinaten (5) 
bestimmte Strahl mit der durch die sechs Coordinaten (12) bestimmten Axe 
zusammenfalle. 

Aus den beiden ersten und den beiden letzten der Gleichungen (14) folgt: 
(/ — i") X + (m — u') y + {p — v') z = 0, 
(/ _ t') x' + {u - //') y' + (V- v') z' = 0, 
und hieraus, wenn wir nach einander {v — v') imd {u — u) eliminiren: 

— (.i'z — xz') (/ — /') + {yz' — y'z) (11 — 11) = 0, 

{xy'— x'y) (/ — — (y^' — y'^) {^ — v')= 0. 
Diese Gleichungen lassen sich in die, in dem folgenden Ausdrucke zusammen- 
gefassten, Proportionen auflösen: 

{(-ty. {u-uy. (r-o ^^^^ 

= (y-' — y'^)- C^'- — ^'^')- C^y' — -^V)- 

Aus der ersten imd dritten, der zweiten und vierten der Gleichimgen (14) folgt: 

{x — x^f + (y — y') w + (z — z') t; == 0, 
(:i- — x')f '\r iy — yl w'+ (z — z") »'=0, 
und hieraus, wenn wir nach einander (z — z) und (y — y) eliminiren: 

— {('v — tv') {x — x') + {uv' — u'v) (y — y") = 0, 
(///' — Z'w) (.r — .r') — (uv' — u'v) (z — z') = 0. 
Diese Gleichungen lassen sich in die folgenden Proportionen auflösen: 

(x — xy. iy—y'): (z — z") 
= (uv' — u'v): (rv — (vy. {tu — ru). (16) 

Wenn wir endlich etwa zwischen den beiden ersten Gleichungen (14) .r, 
zwischen den beiden letzten x' eliminiren, so kommt: 
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{/u — t'u) y — {t'v — tv) z -^ {t — t') = 0, 
{tu — t'u) y — {t'v — tv") 2'+ (/ — /') = 0, 

und dann wiederum zwischen diesen Gleichungen etwa (i'v — fv'), so ergibt sich: 

(hl' - ru). {yz' - y'z) = (/ - (z - z^), 
wonach : 

(/,,' _ ru): {i-n= (?- O: (y^' - y'^). (17) 

Diese neue Proportion verbindet die Ausdrücke (15) und (16) und fahrt so 
zu der folgenden allgemeinen Zusammenstellung gleicher Verhältnisse: 

(.1- — x) : (y — y') : {z — z') : {yz' — y'z) : (xz — xz) : {xy' — xy) 
= {uv — UV): {t'v — /v): {tu — fxi) : (/ — l') : {u — u) : {p — v\ (18) 
Wir wollen die unbestimmt gebliebenen Vorzeichen der sechs Coordinaten 
so nehmen, wie sie in den vorstehenden Proportionen auftreten. Es nöthigt 
uns dazu die Rücksicht auf die spätere Anwendung derselben Coordinaten 
zur Bestimmimg von Kräften und Rotationen*). Bei dieser Annahme bedeu- 
ten nämlich, • indem wir uns hier auf Betrachtung von Kräften beschränken, 
die sechs Coordinaten (5) die drei Prqjectionen auf die Coordinaten - Axen 
imd die drei doppelten Drehungsmomente in Beziehung auf dieselben der- 
jenigen Kraft, deren Angriffspunct {x, y, z,) deren Intensität dem Abstände 
der beiden Puncte (x, y, z) imd (x, y, z') gleich, und die von dem ersten 
Puncte zu dem zweiten gerichtet ist. 

5. In der Zusammenstellung (18) sind die Bedingungen enthalten, unter 
welchen, in der doppelten Coordinaten-Bestimmung, ein und dieselbe gerade 
Linie (als Strahl und Axe betrachtet) dargestellt wird. Wenn wir zu den 
ursprünglichen fünf Strahlen-Coordinaten und den ursprünglichen fünf Axen- 
Coordinaten zurückgehn, so verwandelt sich (18) in: 

r : s : 1 : — a : q : ({ra — sq)e^7]) 

= — X : :r : ((jjx — ^;r)=oj) : P - 9 - 1 (19) 

Wir behalten a und tc mit dem negativen Vorzeichen bei, weil dieses die 
Sjrmmetrie der Coordinaten-Bestimmung in Beziehung auf OZ verlangt. 

6. Wir können die Proportionen (19) als aus den Proportionen (18) 
dadurch abgeleitet betrachten, dass die Vorderglieder derselben durch (z — z'), 
die Hinterglieder derselben durch (v — v') dividirt worden sind. Die beiden 
Divisoren können wir ganz beliebig und unabhängig von einander bestimmen. 



*) Vergl. Fundamental views regarding Mechanics. Phil. Transactions. 1866. p. 361. 369. 
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Danach können wir wiedenun die Vorderglieder der Proportionen (19) durch 
eine .beUebige Grösse ä, die Hinterglieder mit einer beliebigen Grösse / 
multipliciren und diese Grössen können wir selbst (vergleiche die folgende 
Nummer) imaginär nehmen. Die fünf absoluten Coordinaten sind dann 
einmal : 

das andere Mal: 

Die Gleichungen der drei Projectionen der geraden Linie (1) und (2) wer- 
den alsdann: 

hx = /"z + 9, 

hy = sz + a, 
h {ry — sx) = {ra — ^9) = ^. (22) 

Die Gleichungen der drei Puncte, in welchen die Coordinaten-Ebenen von 
der geraden Linie geschnitten werden, (8) und (9), erhalten die Form: 

It = pv -{- :r, 

l {pu — gi) = (px — qn) = oj. (23) 

7. Eine reelle gerade Linie lässt sich sowohl durch zwei imaginäre als 
durch zwei reelle Puncte bestimmen. Wir wollen, um auch diese Bestim- 
mungsweise einzuschliessen , die Coordinaten der beiden Puncte (.r, y, z) und 
{x\ y, z) in folgender Weise bestimmen: 



X' x^ + /.ro, 




y _ yo + ujo, 


y — y"" »yo, 


Z — Z^ + tZo, 


Z — Z^ — IZo, 



(24) 

wobei wir durch / die Einheit oder }/—i bezeichnen, je nachdem die beiden 
Puncte reell oder imaginär sind. Die sechs Strahlen-Coordinaten (5), mit dem 
richtigen Vorzeichen genommen, werden alsdann: 

2/.I0, 2/>o, 2/co, ) 

2iiyoZ^ —y'zo), 2i{x^Zo — xozo), 2i' (xoy' — x^yo).] ^^^^ 
Da bei der Bestimmung einer geraden Linie nur die Quotienten je zweier 
ihrer sechs Coordinaten in Betracht kommen, können wir den reellen oder 
imaginären Factor 2i, der in allen vorstehenden Ausdrücken vorkonmit, 
weglassen, und erhalten dann für die sechs Strahlen-Coordinaten die folgen- 
den Ausdrücke: 
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^*oj yoj ^o> 

(yo^:« — y^Zo), (^^^0 — -to^^), (^oy^ — .r^^o). (26) 

Die Bestimmung der geraden Linie vermittelst der Grössen x^, y^, z^ und 
't'o, y^y 2:0 ist also immer eine reelle. Es sind .r^, y^, z^ die Coordinaten 
der immer reellen Mitte zwischen den beiden reellen oder imaginären Punc- 
ten (.r, y, z) und {x, y\ z'), durch welche die gerade Linie geht. Der 
Abstand der beiden Puncte von einander ist 2 i j/x^+J^^~+z^, die Cosinus 
der drei Winkel, welche die zu bestimmende Linie mit den Coordinaten- 
Axen OX, OF, OZ bildet, verhalten sich wie x^: yoi Zq. 

Die Betrachtungen der vorigen Nummer übertragen sich unmittelbar 
auf den Fall, dass wir die gerade Linie statt als Strahl als Axe betrachten 
und demnach durch Ebenen bestimmen. Setzen wir: 

u = w« + ///o, w' = wo _ iu^^ \ (27) 

V = v^ -^ ivoj v' = v^ — ivoy / 

so erhalten wir als neue Axen-Coordinaten , die den Strahlen-Coordinaten 

(26) entsprechen, die folgenden: 

^0? ^^Oj ^Oj 

{uov^ — uovo), (/«»() — foV<^), (/o«^ — ^""uo). (28) 

8. Wenn die neuen Coordinaten-Bestimmungen (26) und (28) sich auf 
dieselbe gerade Linie beziehen sollen, so ist: 

xo : y : zo : {yoz^ — y^zo) : (:f% — ^o^^) : {^'oy^ — x%) 
= (uov^ — u^vo) : {fivo — lov'^) : (/ow« — /%) : /« : Uo : Vq. (29) 

9. Wir haben im Vorstehenden gerade Linien durch Puncten-Paare und 
Ebenen-Paare bestimmt und für diese, was die Coordinaten-Bestinmiung reell 
lässt, auch conjugirte imaginäre Puncte und Ebenen genommen. Wir kön- 
nen aber auch, worauf wir hier nicht eingehen, imaginäre Linien durch 
ihre imaginäre Coordinaten in die Betrachtung einführen. 

10. Wir können endlich den sechs Coordinaten der geraden Linie, sei 
es, dass wir dieselbe als Strahl oder als Axe betrachten, eine allgemeinere 
Form geben, wenn wir die Puncte und Ebenen, von welchen wir ihre Con- 
struction abhängig gemacht haben, statt, wie bisher, durch drei Coordinaten, 
nunmehr durch vier Coordinaten, in der bekannten Weise, bestimmen. Wir 
wollen demnach für die Coordinaten der früheren beiden Puncte und beiden 
Ebenen : 
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•^^ y, ^, r, .r, y, z, r 

t, u, V, Wy (\ u\ V, w' 

nehmen, was darauf hinaus kommt, in den bisherigen Entwicklungen 

.r, y, 2, x\ y\ z' 

mit 

X y z X y z 

f' r' T' T^^ 7' x' ' 

imd 

mit 

w^ w^ w^ w'* w^ w'^ 

zu vertauschen/ Nach dieser Vertauschung erhalten wir für die Bestim- 
mung der geraden Linie die Strahlen-Coordinaten : 

(xx— .r r), {yx— y'r), (zr'— z'r), {yz—yz), {xz — xz), (xy—xy) (30) 

und die Axen-Coordinat^n : 

{uV — UV)y (t'v — tv)y {tu — Z'w), (tW — t'w)^ {tlW — ?/w), {V7V — V7V), (31) 

wo wir in der ersten Bestimmung den Factor --., in der zweiten -^^., 
fortgelassen haben. 

Zum Behuf der geometrischen Construction der geraden Linie, die wir 
in den vorliegenden Untersuchungen als ßaumelement betrachten, müssen 
vm von ihren Coordinaten zu den vier Constanten, von denen sie in allen 
Fällen abhängt, zurückgehn. Hierzu bieten die neuen Ausdrücke für die 
Coordinaten eine grössere Anzahl von Constanten, über die wir frei ver- 
fügen können, und hierin liegt, abgesehen von der grösseren Symmetrie, 
ihr Vorzug vor den Coordinaten (5) und (12). 

11. Zur Erleichterung der Anschauung wollen wir Alles, was auf die 
Construction einer geraden Linie in der doppelten Coordinaten-Bestimmung 
Bezug hat, übersichtlich zusammenstellen. 

Wir wollen für die drei Projectionen der zu bestimmenden geraden 
Linie auf YZy XZ, X¥ die folgenden Gleichungen nehmen: 

hy = 5z + (?, 
hx = rz + 9, 

ry — sx = ^. 




Figur 



Sie seien in der beigefügten Figur (1) durch die Linien DE, FG, Hl dar- 
gestellt. Die Gleichungen der drei Puncte, in welchen dieselbe gerade Linie 
die Coordinaten-Ebenen schneidet, seien: 

lu = qv -\- K, 

ll = pi) -{■ 3t, 

pu — qt ^j. 

Die drei Puncte, welche auf den drei Projectionen DE, FG, HI liegen, 
sind A, ß, C. Die Coordinaten eines beliebigen Punctes M> welcher auf der 
geraden Linie liegt, sind: 

.r = MP, y = MU, z - MR, 
die drei Coordinaten einer beliebigen Ebene TÜV, welche durch die gerade 
Linie geht: 



1 



Od' 






Wir können die Coordinaten der drei Puncte A, B, C in doppelter Weise 
bestimmen; einmal aus ihren Gleichungen, das andere Mal aus den Glei- 
chungen der drei Projectionen DE, FG, HI, indem wir in denselben die 
bezüglichen Punct-Coordinat«n gleich Null setzen. Auf diese Weise kommt: 
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A 



X r ' 



y 



= GA = Ol ^ 



X 



= + 



1. 
hr' 



B 



z = HB = OE = + f^ = — -, 

7C S 



X ==EB=OU= — - 



V 
hs' 



iy = FC = OB = — -^ = + L 
' ^ oh 



iq 



Q 



x= DC = OF h -' = + i- 

o h 



(32) 



Ebenso können wir die Coordinaten der drei Projectionen DE, FG, ZT/ ein- 
mal aus ihren Gleichungen, das andere Mal dadurch bestimmen, dass wir 
in den Gleichungen der auf ihnen liegenden Pimcte A, B , C die bezüg- 
lichen Linien-Coordinaten gleich Null setzen, und erhalten so: 



DE 



u = 



V = — 



FO 



HI 



S 
\ 



\ 

OD 
1 

Og 
1 

OF 

1 

Ol 
J_ 

011 



-+i 



h 






y 

CD 

Tp 

X 






11= T 








+ 


9 












h 






o 






Q 

hr 




f 


iq 

X 






V 




+ 


f 




+ 


hs 




+ 


T' 



(33) 



Aus der vorstehenden Zusammenstellung leiten wir hier nur noch die fol- 
genden Relationen ab: 

+ t = + 7? = tang BEZ, 



Ix 



+ J = - L* = tang FGZ, 



tang AOZ, 



+ _?-= _ 1= tang BOZ. 

^ Äff p ^ 



(34) 



h (0 

hQ q 

12. Die Coordinaten eines Punctes imd die Coordinaten einer Ebene 
ändern sich, wenn die Coordinaten-Axen , welche ihre geometrische Con- 
struction vermitteln, ihre Lage und Richtung andern. Die alten Coordina- 
ten sind lineare Functionen der neuen, die als Constanten diejenigen Grössen 
enthalten, dmxh welche die Lage des neuen Coordinaten-Systems gegen das 
alte bestimmt wird. Ein Gleiches gilt für die Coordinaten der geraden 
Linie, sei es, dass wir dieselbe als Strahl oder als Axe betrachten. 

Wir wollen mit den Strahlen -Coordinaten, für welche wir die sechs Grössen : 
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.r — x\ y — y\ z — z\ yz — yz, xz — xz\ xy — xy, 
nehmen wollen, beginnen. Nach einer parallelen Verschiebung der Coordi- 
naten-Axen bleiben die di-ei ersten Coordinaten unverändert. Wenn wir die 
Coordinaten des neuen Aufangspunctes durch x^, y^, z^ bezeichnen und zur 
Unterscheidung die neuen Coordinaten- Werthe in fetter Schrift schreiben, 
ergibt sich: 

(yz' — y z) = {yz, — yz) + y^{z — z) — z^{y—y), 

(x'z — xz') = {x z — xz) — x^{z — z) + z^{^' — *t-'), \ (35) 

(xy— x'y) = {xy—xy) + :v^{y—y) — y'ix—x), 

und hieraus: 

(y^' — y^) = (yz' — y z) — y'(z — z') + ^'(y — y')> 

{xz — xz) = (x'z — xz') + x^{z — z) — z^{x — x), } (36) 

(xy—xy) = (xy— x'y) — .r^y — y) + y"(x — x'), 

wobei (x — X), (y — y), (z — z) identisch sind mit (x — x'), (y — y'), (z — z'). 
Wenn wu' für die ursprönglichen Coordinaten ?\ s, a, q, rj nehmen und die 
entsprechenden neuen Coordinaten durch r, s, ö\ q\ rj' bezeichnen, erhalten 
wir aus den letzten Gleichungen unmittelbar: 



r 








s 


— s. 


(f 




ö 


+ 


r 


— ZH\ 


Q 




Q 


+ 


.r» 


z^r, 


V 




f 




.v" s' 


+ y'r. . 



(37) 



13. Wh' können den üebergang von einem Coordinaten -System zu 
einem anderen, in welchem die Richtung der Coordinaten - Axen eine ver- 
schiedene ist, in drei einzelne Schritte zerlegen. In dem einfachsten Falle 
zum Beispiel, wo ein rechtwinkliges Coordinaten-System ÄFZ durch Drehung 
um den Anfangspunct irgend eine andere Lage Ä' F' Z' annimmt, wollen 
wir erstens das ursprüngliche Coordinaten-System ÄFZ um die Axe OZ 
so drehen, dass die Coordinaten -Ebene XZ, nach der Drehung, durch die 
der Lage nach gegebene neue Axe OZ' geht. Wir wollen zweitens, nach 
vollbrachter Drehung um OZ, das Coordinaten-System um die Axe OF in 
ihrer neuen Lage so drehen, dass in der Ebene Ä'Z die beiden Axen Z und 
OZ' zusammenfallen. Dann bleibt drittens nur noch übrig, das System um 
Z' so zu drehen , dass die beiden Axen X imd F, die durch die beiden 
ersten Drehungen in die Coordinaten -Ebene X' F' gebracht sind, mit OX' 

und OF' zusammenfallen. Die drei Drehungswinkel, von welchen die Lage 

2* 
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der neuen Axen gegen die alten bestinunt ist, treten als Constante in den 
bezüglichen Verwandlungsformeln der Coordinaten des Punctes, der Ebene, 
der geraden Linie auf. Wir wollen diese Winkel ein für allemal in dem 
Sinne rechnen , wie . dieses bei den Drehungsmomenten zu geschehen pflegt, 
d. h. von OX nach OFy von OF nach OZ und von OZ nach OX. 

Wenn OZ seine Lage behält, während in der Ebene XF die beiden 
Axen OX und OF sich beliebig um OZ drehen imd in ihrer neuen Lage 
OX' und (^F' zwei Winkel a und a mit OX in der ursprünghchen Lage 
bilden, so erhalten wir zwischen den alten Punct - Coordinaten x, y, z und 
X, y, z und den neuen, die wir durch x, y, z und x', y', z bezeichnen wollen, 
die folgenden Relationen: 

X = X cos « + y cos «', 

X = x' cos « + y' cos d, 

y = X sin « + y sin «', 

y = x' sin a + y' sin « , 
z = z, z = z, 



{x — .1*') = 

iy-y) = 

{z-z) = 



(38) 



und hieraus 

(x — x') cos « + (y — yO cos «', 
(x — X ) sin « + (y — y') sin «' , 
(z — z'), 
{yz — yz) = — (x'z — xz') sin a + (yz' — y'z) sin a, 
{x' z — X z) = (x' z — x z') cos « — (y z' — y ' z) cos «', 
{xy — xy) = (x y ' — x y ) sin » , 

wenn wir der Kürze wegen 

setzen. Nehmen wir statt der sechs Strahlen -Coordinaten in den beiden 
Systemen die fünf Coordinaten r, s, g, q, rj und r, s\ a', q\ k], so erhalten wir 
aus den vorstehenden Gleichungen unmittelbar die entsprechenden: 

cos « + s cos « , 
sin « + / sin «', 

sin « + (>' sin «', > (39) 

cos a -\- G cos «', 
VI = VI sin fr. 

Wenn insbesondere auch die neuen Axen OX' und OF' auf einander senk- 
recht stehen, kommt: 



r = r 

s = r 

a = Q 

9 = 9 
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/• — r 


COS « — / sin «, 


s — r 


sin « + / cos a. 


a - 9 


sin « + a' cos a. 


9 — 9 

f 


cos « — a' sin «, 



(40) 



Wenn wir, statt die- beiden Axen ^.ITund OF zu drehen, die beiden Axen OX 
imd OZ in ihrer Ebene um drehen imd durch / und y die Winkel bezeich- 
nen, welche diese Axen in ihrer neuen Lage OÄ' und OZ' mit OZ in der 
ursprünglichen Lage bilden, so erhalten wir, um die sechs alten Strahlen- 
Coordinaten durch die neuen auszudrücken, durch blosse Buchstabenver- 
tauschung aus den Gleichimgen (38) die folgenden: 

{x — x') = (x — x') sin / + (z — z') sin y, 

(y—y) = (y— y)> 

{z — z') = (x — x') cos y + (z — z') cos y, 
{yz —yz) = (yz — y'z) cos y — (xy — x'y) cos /, 
(x z — xz) = (x'z — xz') sin ^', 
{xy —xy) = — {yz—Yz) sin y + (xy— x'y) sin /, ^ 

wobei wir der Kürze halber 

y — y ^z %'' 

gesetzt haben. Hieraus ergibt sich, wenn wir wiederum zu den fünf Strahlen- 
Coordinaten übergehen: 
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r' sin y' -f- sin y 



s = 



r cos y -f- cos y 

s 
r' cos y' + cos y 



o' cos y -{- rf cos y 

r cos y -|- cos y 



9 = 



V 



p sm 'O' 



r cos y -\- cos y 

o' sin y -\- rf sin y' 

r cos / + cos y 



(42) 



wonach femer 



— = -/ sm iJ' . 

s s 



Wenn insbesondere die neuen Coordinaten-Axen OÄ' und OZ' auf einander 
senkrecht stehen, verwandeln sich die vorstehenden Gleichimgen in die 
folgenden : 
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r = 



s = 



;•' cos y + sin y 



a = — 



n 

9 

s 



— r 


sin 


Y + 


cos y ' 






s 




— r 


sin 


Y + 


cos y ' 


a' 


cos 


Y 


ri sin y 


— r 


sm 


Y + 


cos y ' 






9 




— r 


sm 


Y + 


cos y ' 


(f 


sin 

• 


Y + 

.. 1 


ri cos y 



9 



/ • 



(43) 



Wenn wir die Axen OV und OZ um OX drehen, so erhalten wir die 
entsprechenden Verwandlungsformeln unmittelbar durch Buchstaben -Vertau- 
schung, nicht nur für den Fall der sechs, sondern auch der fünf Strahlen- 
Coordinaten, wenn wir, was letztere betrifft, von den Formeln (42) aus- 
gehen. Danun erscheint es unnöthig, die neuen Formeln hinzuschreiben. 
Indessen ist zu bemerken , dass bei dieser Vertauschimg die Drehung von Z 
nach OV gerechnet wird, also in demselben Sinne, wie der Winkel, dessen 
trigonometrische Tangente in den Ginmd- Gleichungen (1) mit s bezeichnet 
worden ist. Soll sie in dem oben festgestellten Sinne, d. h. im Sinne des 
Drehungsmomentes imi OX^ genommen werden, so ergibt sich die Zurück- 
fahrung darauf sogleich. 

14. Wir können auch direct von den fünf Strahlen-Coordinaten in dem 
ersten Systeme zu den fünf Strahlen-Coordinaten in dem zweiten übergehn. 
Es seien r, s, q, a, 7} die Coordinaten einer geraden Linie in dem ersten 
Coordinatensysteme , dann sind: 

X = rz + 9, I 

y = sz + a. \ (44) 

ry — sx = 7], 
die Gleichungen ihrer drei Projectionen. Sind r, s, q\ ö\ ri die Coordinaten 
derselben geraden Linie in dem zweiten Coordinatensysteme, so sind die 
Gleichimgen ihrer drei Projectionen in diesem Systeme: 

X = /z + 

y = «^''z + 

r y — /x = fi. 

Sind die neuen Coordinaten - Axen den alten parallel und beträgt die Ver- 
schiebung nach OXy (>l\ OZ bezüglich x^, y^\ z^, so ist: 



Q> ) 



(45) 
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X = .r — .r", y = y — y", z = z — 2". 

Hiemach verwandeln sich die letzten drei Gleicjiungen in: 

.{■ = r'z + (p' + .r» — z-'z«), 
// = s'z + (o' + y — *'z«), 
r y — s X = 1] -\- r if — s x^\ 
und damit diese Gleichungen mit den Gleichungen (44) identisch werden, 
ergibt sich, wie in der Nummer 12. (i57): 

r = r\ ,s = /, 

Q = o' + .'f*^ — rz^, 
= a' + f/^ — sz^\ 
rj = if -{- r iß — s x^. 

Drehen wii-, wie in der 13. Nummer, die Axen OX und OY in ihrer Ebene 
um 0, so gehen die ersten beiden Gleichungen (44), indem wir 

z = z, 

X = X cos « + y cos a, 
y == X sin « + y sin a 
setzen, in die folgenden über: 

X cos « + y cos «' = rz -|- 9, 
X sin a -|- y sin a = sz + a. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich , wenn wir wiederum a — « :z£: 9- setzen, 
die folgenden: 



r sm a — s cos « 

X = : 7^ • Z + 



sin d" 

r sin a — s cos « 

^ sin d' 



z — 



p sm a — ö cos a 

sin d' 
Q sin a — ö cos a 

sin^ 



welche , wenn wir sie den beiden ersten der Gleichungen (45) identisch setzen, 
die folgenden Relationen geben: 



/ sin d- 
s sin & 
p' sin & 



r sm a — .v cos « , 
/• sin « — s cos a, 
Q sin a — a cos « , 



— a' sin 0" = 9 sin « — a cos «, 
und hieraus folgt, in üebereinstimmung mit den Gleichungen (39) 



s 



9 



r 
r 



9 



($ = 



cos a + s COS a , 

sin « + / sin a , 
COS « + a' cos «', 
Q sin a + 6 sin «', 
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und 

yi = r[ sin ^, 

Auf gleiche Weise lassen sich die Formeln (42) ableiten. 

15. Wir können in Folge der Proportionen (19) aus den entwickelten 
Formeln für die Verwandlung der Strahlen -Cbordinaten einer gegebenen 
geraden Linie sogleich die Verwandlungsformeln für die Axen-Coordinaten 
derselben ableiten. Wenn wir die Axen-Coordinaten in dem ursprünglichen 
Systeme mit: 







P> 


9' 


3t, 


X, 


OJ, 




in dem neuen Systeme 


rnit: 


















P' 


Q' 










bezeichnen, so ist: 
















P — 












P — 


1?" 


9 — 


Q 










Q — 


n' 


n — 
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n" 


z — 
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X — 
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G) — 
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V' 
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0} — 
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Wenn wir hiemach die liichtung der Coordinaten-Axen beibehalten und den 
Anfangspunct in irgend einen Punct {pif>, iß, 2») verlegen, so geben die 
Gleichungen (37): 

p — y" a -\- z^ % 

^ ~ 1 -x^n' -yox" 



Ti 



" = 1 — ZmZ' — :.o:j" (46) 



l-x^a'-y»«' ' 

f 

X 

0)' 

0} = — „— , i.- / . 



Wenn die Axen OX und OF oo in ihrer Ebene gedreht werden, dass sie 
in ihrer neuen Lage mit OX in der ursprünglichen Lage die Winkel a und a 
bilden, so geben die Gleichungen (39): 



17 — 



p Sin a — Q sin a 
' sin %^ 

q' cos a — p cos a' 
^ sin ^ 



:r = 



;r sin a 



X sin a 



sin -ö" 



(47) 



X cos a — n cos a 
sin -1^ 



w = 



sin 0^ 



Wenn wir endlich OX und Ö^ in ihrer Ebene um drehen, so geben, 
unter Beibehaltung der früheren Bezeichnung, die Gleichungen (42): 

p cos y — cos y 
' — p sin y + sin y 

g sin -ö" 
' — p sm. y + sin y 



:r = 



X = 



fü = 



— jo' sin y + sin y 
% sin / — o' sin 

— /?' sin y + sin y 

G} 

— ;^' sin y + sin y 



8 2. 

üeber Gomplexe und Gongruenzen im Allgemeinen. 



16. Wenn 



{x—x) : {jj—y) : {z — z) : (yz'— y z) : (y- — .rz') : (^y— f» 
= {uv—nv) : {fv — tv) : {iu—t'u) : (/— : (w — ?/) : (r — O , 
so gehören die Strahlen - Coordinaten : 

(.r — .r), (y — /), (- — ^X ilf^' — y-)^ {xz — xz'), {xy—xy) 
und die Axen - Coordinaten : 

(wi?' — //?;), {t'v — tv)y {tu — t'ii), {t — /'), {u — w'), {v — v) 
derselben geraden Linie an. Folglich sind es auch dieselben geraden 
Linien, deren Strahlen- und Axen-Coordinaten die folgenden beiden Gleichun- 
gen befriedigen: 

F[{x—x\ {y—y\ {z—z\ {jyz—yz), {xz—xz), {xy—xy)] : ß, = 0, (1) 
F[{uv—uv), {tv—fv), {tu—fu), (/— 0, 0/— w'), (^'— O] ^ *« = 0, (2) 
wenn F dieselbe homogene Function der jedesmaligen sechs 
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Coordinaten bezeichnet. Wir sagen, dass die Gesanmitheit aller geraden 
Linien, deren Coordinaten solche homogene Gleichungen befriedigen, einen 
Complex bilden. Wir unterscheiden Liniencomplexe nach ihrem Grade n, für 
welchen wii* den Grad ihrer Gleichungen nehmen. Jede Linie des Complexes 
kann als Strahl oder als Axe angesehen werden; dadurch wird die zwie- 
fache Art bedingt, einen Liniencomplex dm'ch Gleichungen gleichen Grades: 

Sin = 0, <K = 0, 

die unmittelbar gegenseitig aus einander folgen, darzustellen. 

17. In der Gleichung ( 1 ), welche die allgemeine, homogene des z/^'* Grades 
sein mag, sind die Linien des Complexes dm-ch irgend zwei ihrer Puncte 
{Xy y, z) und (.i\ y\ c') bestimmt. Betrachten wir einen dieser Puncte (.t', ij\ z) 
als gegeben , so stellt dieselbe Gleichung ( 1 ) — indem wir .r', y', z' als con- 
stant, .r, y, z aber, wie bisher, als veränderlich ansehen — nunmehr nur 
noch solche gerade Linien dar, die durch den gegebenen Punct gehen imd 
also eine Kegelfläche der n^"" Ordnung bilden, die in diesem Puncte ihren 
Mittelpunct hat. 

IS. In der Gleichung (2), welche wir wiedenim für die allgemeine homo- 
gene Gleichung des ;/'*'' CJrades nehmen wollen, werden die Linien desselben 
Complexes durch irgend zwei Ebenen (/, w, v) und (/', //', v') bestimmt, welche 
in ihnen sich schneiden. Betrachten wir eine dieser Ebenen, (/, //', v)^ als 
gegeben, so stellt die Gleichimg (2), die bisher den Complex darstellte, mm- 
mehr — indem wir /, u , v als constant, t^u^v aber noch als veränderlich 
betrachten — nur noch solche Linien des Complexes dar, welche innerhalb der 
gegebenen Ebene liegen und also eine Curve n^''' Classe in derselben umhüllen. 

19. Wir haben in den vorigen beiden Nummern die folgenden Sätze 
bewiesen : 

In einem Complexe des //^'"'Grades bilden die Linien, welche 
durch einen gegebenen Punct des Raumes gehen, eine Kegel- 
fläche der ;/*'" Ordnung. 

In einem Complexe des w"'" Grades umhülllen die Linien, wel- 
che in einer gegebenen, den Raum durchziehenden Ebene liegen, 
eine Curve der n!''' Classe. 

Diese beiden Sätze enthalten, jeder für sich, die allgemeine geometrische 
Definition eines Liniencomplexes des )i'" Grades. Einer der beiden Sätze ist 
eine nothwendige Folge aus dem andern. 

Wir können hiemach die Linien eines Complexes in doppelter Weise 
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zasammengrappii'en; einmal so, dass sie Kegelflächen bilden und jeder Pimct 
des Raumes Mittelpunct einer solchen Kegelflache ist; das andere Mal so, 
dass sie CmTen umhüllen und jede den Raum dm'chziehende Ebene eine 
solche Curve enthält. Der Grad des Complexes ist sowohl die Ordnung der 
Kegelfläche, als auch die Classe der ebenen Curve. Daher kann ein Linien- 
complex ;/*"* Grades auch als ein Complex von Kegelflächen w'^'* Ordnung imd 
als ein Complex von ebenen Curven n"'' Classe angesehen werden. 

20. Diejenigen Linien zweier gegebenen Complexe, welche zusammen- 
fallen, bilden eine Congruenz. Ihre Coordinaten befriedigen gleichzeitig die 
Gleichungen beider Complexe, die wir, bei der Anwendung von fünf Strahlen- 
Coordinaten, durch die allgemeinen Gleichungen: 

SK = 0, £i„ = 0, (3) 

bei der Anwendung von fünf Axen- Coordinaten, durch 

CK = 0, ^fi„ = 0, (4) 

wobei m und ;^ den Grad der beiden Complexe bezeichnen, darstellen wollen. 
Durch jeden Punct des Raumes gehen /n n gerade Linien einer Con- 
gruenz , welches die Durchschnittslinien zweier Kegel der m. imd n. Ordnung 
sind. In jeder den Raum durchziehenden Ebene liegen mn gerade Linien 
der Congruenz, welche die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Curven der 
;//. und n. Classe sind. 

Die Linien einer Congruenz gehören unendlich vielen Complexen an, die, 
wenn wir durch ji einen unbestimmten Coefficienten bezeichnen, sämmtlich 
durch die Gleichung: 

il.,^ + f I . ß„ = , (5) 

oder durch die Gleichung: 

*,„ + fi . cj^, = (G) 

dargestellt werden. Wir sagen, dass alle solche Complexe eine zweigliedrige 
Gruppe von Complexen bilden. Jede der letzten Gleichungen, welche 
eine solche Gruppe darstellen, ist das Symlx)l einer Congruenz, in gewissem 
Sinne die Gleichmig derselben. 

21. Die Congruenzen classificiren sich nach der Anzahl ilu^er Linien, 
welche durch einen gegebenen Punct gehen, oder welche in einer gegebenen 
Ebene liegen. Diese Anzahl ist in dem Vorstehenden: 

mn _ k. 
Alle Complexe, denen eine gegebene Congnienz angehört, sind, im Allgemei- 
nen, von gleichem Grade. Wenn aber diese Complexe nicht die allgemeinen 

3* 
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ihres Grades sind, kann unter denselben sieh einer befinden, dessen Grad 
geringer ist. Das findet Statt in dem Falle der Gleichungen (5) und (6), in 
welchen , wenn m> n^ der Grad der Complexe im Allgemeinen m ist , aber 
ftlr den besonderen Fall, dass ft unendlich gross wird, auf n sich reducirt. 

Es bilden die Congruenzen, in welchen die Anzahl der Linien, welche 
durch einen gegebenen Punct gehen oder welche in einer gegebenen Ebene 
liegen , k beträgt , so viele coordinirte Arten , als die Zahl k sich in Factoren 
m und n zerlegen lässt; also nm- eine einzige, wenn k eine Primzahl ist. 
Daher bezeichnen wir die Art der Congruenz durch das Symbol: 

\m, ;^]. (7) 

22. Die Strahlen- oder Axen - Coordinaten derjenigen Linien, welche 
dreien Complexen zugleich angehören , befriedigen gleichzeitig die entsprechen- 
den Gleichungen der drei Complexe, die wir durch: 

U.^ = 0, ß„ = 0, i2, = 0, (8) 

oder durch: 

*« = 0, *^ = 0, *j = (9) 

darstellen wollen. Sie sind dadurch dreien Bedingungen unterworfen. Da* 
eine gerade Linie durch vier ihrer fünf Coordinaten bestimmt ist, so folgt, 
dass jede dieser Coordinaten Function jeder der drei anderen, oder, was das- 
selbe ist, jede dieser Coordinaten Function einer beliebig angenommenen 
Veränderlichen ist. Nehmen wir für diese, spätem Entwickelungen vor- 
greifend, die Zeit, so ist durch das Vorstehende ausgesprochen, dass die 
bezügliche gerade Linie, wenn wir die Zeit sich continuirlich ändern lassen, 
eine Fläche erzeugt. Eine solche Fläche, die durch die Bewegung einer ge- 
raden Linie erzeugt wird, wollen wir — die triviale Bezeichnung als wind- 
schiefe Fläche vermeidend — eine Strahlen- oder Axenfläche nennen, und, 
indem wir diese Ausdrücke als synonym betrachten, eine solche Fläche auch 
als Linienfiäche bezeichnen. 

Die zusammenfallenden Linien dreier Complexe bilden eine 
Strahlen- oder Axenfläche. 

Die Strahlen- oder Axen -Fläche gehört gleichzeitig allen Complexen an, 
welche, wenn \i und ^ unbestimmte Coefficienten bedeuten, durch jede der 
beiden Gleichungen: 

Sl^ + (iß„ + fc'ii, = 0, (10) 

«>. + f**. + fi'*. = (11) 

dargestellt werden; sie gehört jeder Congruenz an, die durch irgend zwei 
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dieser Complexe bestimmt wii'd. Wir sagen, dass sämmtliche Complexe, wel- 
chen eine gegebene Strahlenfläche angehört, eine durch jede der beiden vor- 
stehenden Gleichungen dargestellte, dreigliedrigeComplexgruppe bilden. 
Wenn wir i2^, i2« und ß^ als Functionen der fünf Strahlen-Coordinaten 
r, s, Q, ö, rj betrachten, so erhalten wir die Gleichung der Strahlenfläche in 
Punct-Coordinaten .r, y, z, wenn wir zwischen den drei Gleichungen (8) imd 
den folgenden drei Gleichungen: 

f] = ra — SQ, 
.r = rz -^ Q, 
y = sz + o 
die fünf Strahlen - Coordinaten eliminiren. Die resultirende Gleichung in .r, y, z 
ist im Allgemeinen vom Grade 2mny. 

Wenn wir *^ , *„ , <bg als Function der fünf Axen-Coordinaten p, q, :r, x, oj 
betrachten , so erhalten wir die Gleichung der Axenfläche in Plan-Coordinaten 
/, u, V, wenn wir zwischen den drei Gleichungen (9) und den folgenden 
drei Gleichungen: 

w = pz — q:t, 
t = pv + ^y 
u = qv -\- X 
die fünf Strahlen-Coordinaten eliminiren. Die resultirende Gleichung ist im 
Allgemeinen vom Grade 2mnff. 

Eine Strahlen- oder Axenfläche ist im Allgemeinen von 
gleicher Ordnung und Classe. 

Strahlen - Flächen einer gegebenen Ordnimg und Classe ordnen sich in 
verschiedene coordinirte Arten. Diese Arten ergeben sich durch den Grad 
der die Fläche bestimmenden Complexe. Bezeichnen wir Ordnung imd Classe 
der Fläche durch 2 A , so ist die Anzahl solcher Arten gleich der Anzahl der 
möglichen Zerlegungen von X in drei Factoren. Nehmen wir m, n, ff für 
irgend drei solcher Factoren, so können wir die Art der Fläche näher durch 
das Symbol: 

[m, n, ff] 
bezeichnen. 

23. Vier Complexe haben nur eine endliche Anzahl von Linien gemein. 
Wenn der Grad der vier Complexe bezüglich m,n,ff,h ist, so beträgt diese 
Anzahl : 

2mnffh, 
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wie sich unmittelbar ergibt, wenn wir zwischen den vier Gleichungen der 
Complexe und der Gleichung: 

tj = ra — SQ, 
oder bezüglich: 

fo = pz — q :r , 
die fünf Coordinatenwerthe bestimmen. 

24. Ebene Cm'ven werden entweder durch ihre Puncto oder dm'ch ihre 
Tangenten bestimmt. Zwei solcher Curven haben eine gewisse Anzahl von 
Durchschnittspuncten und von gemeinschaftlichen Tangenten. Gehen wir von 
den beiden Dimensionen der Ebene zu den drei Dimensionen des Baumes 
über , so erheben wir ims von ebenen Curven zu Flächen , die entweder durch 
ihre Puncte oder durch ihre Tangentialebenen bestimmt werden. Zwei 
Flächen schneiden sich in einer räumlichen Curve und werden von einer 
Abwickelimgsfläche umhüllt; drei Flächen haben eine gewisse Anzahl von 
Durchschnittspuncten und gemeinschaftlichen Tangentialebenen. Von Flächen 
steigen wir zu (Komplexen auf, welche aus geraden Linien bestehen, die wir 
einerseits als Strahlen, andererseits als Axen betrachten können. Die ge- 
raden Linien, welche in zwei Complexen zusammenfallen — in welchen ge- 
wissermassen die beiden Complexe sich schneiden — büden eine Congruenz, 
diejenigen, welche dreien Complexen zugleich angehören, eine Strahlen- oder 
Axenfläche. Vier Complexen zugleich entspricht nur eine gewisse Anzahl 
von Strahlen oder Axen. 

Es gibt eine Analysis zweier veränderlichen Grössen, die sich in der 
Ebene, eine Analysis dreier Veränderlichen, die sich im Eaume bildlich dar- 
stellen lässt. Die Analysis von vier Veränderlichen findet ihre bildliche Dar- 
stellung, wenn wir diesen Veränderlichen die Bedeutung von Linien -Coor- 
dinaten geben. 

25. Hiermit ist für die Entwicklungen des vorliegenden Bandes die 
Gränze gezogen. Aber der Weg zu neuen Verallgemeinerungen ist angebahnt. 
Wir können zu den vier unabhängigen Coordinaten der geraden Linie noch 
eine fünfte hinzufügen. Hier begegnen vnr wieder coordinirten Beziehungen, 
dem entsprechend, dass wir die gerade Linie einmal als Strahl, das andere 
Mal als Axe betrachten. Wenn wir in der ersten Auffassung zu den vier 
Coordinaten einer geraden Linie als fünfte Coordinate ein der Grösse nach 
gegebenes Segment nehmen , das wir auf der geraden Linie entweder beliebig, 
mler von einem gegebenen Puncte aus, auftragen, so haben wir dadurch 
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eine Kraft bestimmt. Ihre fünf Coordinaten sind ihre Intensität und die vier 
Strahlen -Coordinaten der geraden Linie, nach welcher sie wirkt. Die Sym- 
metrie imd Einfachheit der Darstellung verlangt, dass wir auch hier, statt 
der vier unabhängigen Strahlen-Coordinaten , die fünf Coordinaten r, s, q, a, tj 
nehmen, zwischen welchen die Relation besteht, dass: 

7] = ra — SQ, 
und die wir aug den sechs Coordinaten der geraden Linie dadurch ableiten, 
dass wir eine derselben in die fünf anderen dividiren. Wir haben aber 
bereits beiläufig hervorgehoben, dass diese sechs Coordinaten die Projectionen 
A\ X, Z einer beliebigen, nach der geraden Linie wii-kenden Kraft auf die 
Coordinaten- Axen und die doppelten Momente Z, />/, N dieser Kraft in Be- 
ziehung auf dieselben Axen bedeuten. Wenn die Grösse der Kraft gegeben 
ist, so sind diese sechs Grössen, zwischen welchen die Relation: 

X.Z + Y M ^ ZX = 
fortbesteht, als die sechs Coordinaten der Kraft zu betrachten. Die- 
selben Coordinaten, welche für Strahlen nur relative Werthe erhalten, be- 
kommen für Kräfbe absolute Werthe. Strahlen- Complexe werden dm-ch 
homogene Gleichungen, Kräfte -Complexe durch allgemeine Gleichungen 
zwischen den sechs Coordinaten dargestellt. 

So wie wir eine Kraft durch eine, als Strahl betrachtete, gerade Linie 
imd durch zwei auf ihi* liegende Puncte darstellen, so können wir eine Ro- 
tation (richtiger ausgedrückt, die andere Art von Kraft, welche eine Rotation 
hervorbringt) durch eine als Axe betrachtete gerade Linie und durch zwei 
durch die Axe gelegte Ebenen darstellen. Indem wir dann Punct-Coordinaten 
mit Plan-Coordinaten imd, dem entsprechend, Strahlen-Coordinaten mit Axen- 
Coordinäten vertauschen, gehen die sechs Kräfte-Coordinaten : 

-l , JL y Zl , Jj , Alf 1\ 

über in andere Ausdrücke: 

X, 2), 3, 8. 9)^ 51, 
zwischen welchen die Relation: 

x.2 + 2).ü« + 3-5« = 

besteht. Diese sechs Ausdrücke bestimmen eine Rotation und sind als die 
sechs Coordinaten dieser Rotation anzasehen. Sie reduciren sich in 
Folge der letzten Bedingungs-Gleichung auf die fünf unabhängigen Coordinaten 
derselben. Dieselben Coordinaten, welche für Axen nur relative Werthe besitzen, 
erhalten für Rotationen absolute. Homogene Gleichungen zwischen den sechs 
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Coordinaten einer Rotation stellen Axen-Complexe, nicht homogene 
Gleichungen zwischen denselben Coordinaten Rotationen-Complexe dar. 

Während aber Strahlen und Axen an und für sich identisch dasselbe 
sind, stellen sich Kräfte und Rotationen wiederum coordinirt neben einander, 
analog wie Puncte und Ebenen. Das Princip der Reciprocität findet auf 
Kräfte und Rotationen dieselbe Anwendung als auf Puncte und Ebenen. Aber 
Aehnliches , wie beim Uebergange von den drei Coordinaten von Puncten und 
Ebenen zu den vier Coordinaten gerader Linien, findet auch dann Statt, wenn 
wir von den fünf unabhängigen Coordinaten von Kräften und Rotationen zu 
den sechs unabhängen Coordinaten von Dynamen übergehen. 

Durch den Ausdruck „Dyname" habe ich die Ursache einer beliebigen 
Bewegimg eines starren Systems, oder, da sich die Natur dieser Ursache, 
wie die Natur einer Kraft überhaupt, unserem Erkennuugsvermögen entzieht, 
die Bewegung selbst: statt der Ursache die Wirkung, bezeichnet. Da beide 
proportional sind, kommt dies in der mathematischen Darstellung darauf 
hinaus, an die Stelle einer idealen Einheit eine concrete zu setzen. — Be- 
liebige Kräfte und Rotationen lassen sich, wenn sie gleichzeitig wirken, in 
unendhch verschiedener Weise sowohl auf zwei Kräfte als auf zwei Rotatio- 
nen zurückfahren. So können wir also eine Dyname in zwiefacher Weise 
auffassen und bestimmen: einmal durch zwei Kräfte, das andere Mal durch 
zwei Rotationen, und dem entsprechend das eine Mal durch die Coordinaten 
zweier Kräfte, das andere Mal durch die Coordinaten zweier Rotationen 
dai'stellen. 

Die sechs Coordinaten einer Dyname aber sind dieselben sechs Grössen 

T, r, Z, Z, M, .V, 
oder 

X, 2), 3, 8, 9)?, 9t, 
welche ims ursprünglich zur Bestimmung von geraden Linien gedient haben, 
indem wir ihnen nur relative Werthe beilegten und zwischen ihnen eine 
Bedingungsgleichimg statuirten; dann zur Bestimmung von Kräften und 
Rotationen, indem wir ihnen, unter Voraussetzung der beschränkenden Be- 
dingungsgleichung, absolute Werthe gaben. Dadurch, dass diese Bedingungs- 
gleichung fortfällt, werden sie die Coordinaten von Dynamen. Für eine 
gegebene Dyname erhalten die sechs Coordinaten absolute Werthe, und um- 
gekehrt, wenn wir diesen Coordinaten beliebige Werthe beilegen, bestimmen 
sie in linearer Weise eine Dvname. 
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So wie in einer geraden Linie die lleciprocität zwischen Punct und Ebene 
aufgeht, so geht in einer Dyname die Reciprocität zwischen Kraft und Ro- 
tation auf. In zwiefacher Coordinaten-Bestimmung können wir einen Linien- 
Complex durch eine Gleichung darstellen, ebenso in zwiefacher Coordinaten- 
Bestimmung einen Dynamen-Complex. Die Eigenschaften beider Complexe 
sind in analogem Sinne dualistisch. 

In der vorstehenden Deduction über Coordinaten ist ein Mittelglied un- 
berücksichtigt geblieben, betreffend denjenigen Fall, dass die sechs fraglichen 
Coordinaten der beschränkenden Bedingung nicht unterworfen sind, wir den- 
selben aber nur relative Werthe beilegen, und, dem entsprechend, an die 
Stelle der allgemeinen Gleichungen, welche Dynamen - Complexe darstellen, 
homogene Gleichimgen treten lassen. Dann entschwindet das specifisch Mecha- 
nische, und, um mich auf eine kurze Andeutung zu beschränken: es treten 
geometrische Gebilde auf, welche zu Dynamen in derselben Beziehung stehen, 
wie gerade Linien zu Kräften und Rotationen. 

In den Dynamen finden die vorstehenden Betrachtungen ihren Abschluss. 



Plücker, Geometne. 



Die Linien -Complexe des ersten Grades und ihre 

Congruenzen- 



§ 1- 

Die Linien -Complexe ersten Grades. 

26. Wenn wir für die allgemeine homogene Gleichung des ersten Grades 
zwischen den sechs Strahlen - Coordinaten : 

(.1 — y), (y — y), {z—z)y {yz—yz), {xz — xz), (xy—xy) (1) 

die folgenden nehmen: 

A(x-x)+B(y-y) + C{z-z)+I)(yz-yz)+/;{xz-xz)+Fi^^^^^^ = 0, (2) 

um einen Complex ersten Grades darzustellen, so erhalten wu- gleichzeitig 
zur Darstellung desselben Complexes zwischen den Axen - Coordinaten : 

(/ — ('), {u — u), (v — v), {uv — uv)y (t'v — tv), {tu — f u) (3) 

die folgende Gleichung: 

r){t—r) + E{u—u\ + F(v—v) + A{uv—Hv) + B{t'v—tv) + C{(u—fu) = 0. (4) 

Um von einer dieser beiden Gleichungen zu der anderen überzugehen, haben 
wir bloss die Punct- Coordinaten .r, y, r, x\ //, z mit den Plan- Coordinaten 
(y u, Vy t\ u, V und zugleich A, B, C mit D, E, F gegenseitig zu vertauschen. 
Wenn wir statt der sechs Coordinaten (1) und (3) bezüglich die fünf 
Coordinaten : 

r, s, a, Q, rj (5) 

und 

/;, q, X, nr, w (6) 

nehmen, gehen die Gleichungen (2) und (4) nach der 2. und 3. Nummer 
über in: 

Ar + Bs + C — /)a+ Eq + /^/ = 0, (7) 
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und 

Dp^ Eq^ F — A^-^- Bn-^-Cto = 0.*) (8) 

27. Wir können die beiden Gleichungen (3) und (4), welche denselben 
Complex darstellen, in folgender Weise entwickeln: 

{A + Fy — Ez) X 
+ {B -Fx' + l>z)y 
+ {C +Ex'-/)i/')z 

- {Ax + By + Cz') = , (9) 
und 

(D + Cu — Bv) l 

+ {E —Cf + Av)u 
+ {F + Bf —Au)v . 

— {Df ^ Eu -\- Fv) = 0. (10) 
Wenn erstens {x\y,z) ein gegebener Punct ist, und wir demnach in 

(9) x\y\z als constant, x,y,z als veränderlich betrachten, so stellt diese 
Gleichimg eine Ebene dar, den geometrischen Ort beliebiger Puncte solcher 
Strahlen, welcher durch den gegebenen Punct gehen, mit anderen Worten, 
den geometrischen Ort dieser Strahlen selbst. Die Gleichung wird befriedigt, 
wenn wir für die veränderlichen Grössen die Coordinaten des gegebenen 
Punctes einsetzen: die bezügliche Ebene geht durch diesen Punct. Jedem 
Puncte des Raiunes entspricht demnach eine Ebene, welche alle durch diesen 
Punct gehende Linien des Complexes enthält. 

Wenn wir zweitens in (10) fyu\v auf eine gegebene Ebene {(y u, v) 
beziehen imd denmach als constant betrachten, während (,u,v veränderlich 
bleiben, so stellt diese Gleichung in Plan - Coordinaten einen Punct dar, wel- 
cher von den in der gegebenen Ebene liegenden Axen des Complexes umhüllt 



*) Wir können nicht vermeiden, in der analytischen Darstellung der geraden Linie eine der 
drei Coordinaten -Axen auszuzeichnen. Indem wir die Gleichungen (1) und (2) der einleitenden Be- 
trachtung zu Grunde legten, haben wir OZ für diese Axe genommen und, damit in Beziehung auf 
diese Axe Alles symmetrisch werde, in den beiden Ebenen XZ und FZ von dieser Axe aus die 
Winkel gerechnet. Hiermit im Widerspruch ist die Art und Weise , wie in der Mechanik die Drehungs- 
momente in Beziehung auf die drei Coordinaten - Axen genommen werden. 

Rücksichten auf die späteren Untersuchungen über Mechanik bestimmen uns, daran festzuhalten, 
durch die drei letzten Coordinaten (1) auch dem Zeichen nach die drei doppelten Momente darzu- 
stellen. Dadurch wird die gewünschte Symmetrie in Beziehung auf OZ aufgehoben. Um sie aber 
in den analytischen Untersuchungen über Complexe wieder herzustellen, in dem Falle, dass wir (7) 
und (8) für die allgemeinen Gleichungen nehmen, müssen wir das positive <r, und, dem entsprechend, 
das positive x als Coordinaten betrachten, die Glieder aber, welche a und x in ungeraden Potenzen 
enthalten, mit döm negativen Zeichen einführen. Dem entsprechend kommen in den beiden Gleichun- 
gen (7) und (8) Da und A% mit dem negativen Zeichen vor. 

4* 
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wird, das heisst, in welchem diese Axen sich schneiden. In jeder Ebene 
liegen also unendlich viele Linien des Complexes, welche in einem Pmicte 
derselben sich vereinigen , von dem wir sagen , dass er der Ebene entspreche. 

Durch jeden Punct des Raumes gehen unendlich viele Linien 
des Complexes, welche in einer durch diesen Punct gehenden 
Ebene liegen. In jeder den Raum durchziehenden Ebene liegen 
unendlich viele Linien des Complexes, welche in einem Puncte 
der Ebene sich schneiden. 

Die beiden Theile des Satzes bedingen einander. Die Beziehung von 
Punct und Ebene ist eine gegenseitige. Es gibt für jeden beliebigen Punct 
des Ramnes eine Ebene, welche die durch diesen Rinct gehenden Linien des 
Complexes enthält, und, umgekehrt, für diese Ebene ist es wiederum jener 
Punct, in welchem alle Linien des Complexes, welche in dieser Ebene liegen, 
sich schneiden. 

28. Die einem gegebenen Puncte entsprechende Ebene ist bestimmt 
durch irgend zwei in dem Puncte sich schneidende Linien des Complexes, 
der einer gegebenen Ebene entsprechende Punct durch zwei m der Ebene 
liegende Linien des Complexes. 

Es seien PimdP' zwei Puncte, durch welche sich die gerade Linie (PP') 
legen lässt, p und// die beiden diesen Pimcten entsprechenden Ebenen, welche 
sich in einer zweiten geraden Linie (pp) schneiden. Dann gehören alle 
Linien, die durch P oder P' gehen und die gerade Linie (pp') schneiden, 
dem Complexe an. Schneiden sich zwei Linien, die diu-ch P und bezüglich 
diurch P' gehen , in irgend einem Puncte von (pp') , so ist die Ebene , welche 
diase beiden geraden Linien enthält , die ihrem Durchschnittspuncte auf (pp) 
entsprechende Ebene, und diese Ebene geht durch {PP'). Ebenso ist denn 
auch bewiesen, dass nicht niu* die den beiden Puncten P und F ^ sondern 
überhaupt die allen Puncten der geraden Linie {PF) entsprechenden Ebenen 
sich in der Linie {pp) schneiden. Wir nennen die beiden geraden Linien 
{PF) und {pp)j deren Beziehung zu einander eine gegenseitige ist, zwei 
conjugirte Polaren in Beziehung auf den Complex. 

Jede Linie des Raumes hat ihre conjugirte Polare. Jede 
Linie des Raumes kann als Strahl betrachtet werden: wenn die- 
selbe durch einen Punct beschrieben wird, so umhüllen die die- 
sem Puncte entsprechenden Ebenen eine Axe, die diem Strahle 
conjugirt ist. Jede Linie des Raumes kann als Axe betrachtet 
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werden: während dieselbe von einer sich drehenden Ebene um- 
hüllt wird, beschreibt der dieser Ebene entsprechende Punct 
einen Strahl, der der Axe conjugirt ist. Jede der zwei con- 
jugirten Linien kann als Strahl und als Axe angesehen werden. 

Jede gerade Linie, welche zwei conjugirte Polaren schnei- 
det, ist eine Linie des Complexes. 

Jede Linie des Complexes ist als zwei zusammenfallende 
conjugirte Linien anzusehen. 

29. Ein Complex ist durch fünf seiner Linien vollkommen bestimmt. 
Jede der Linien liefert eine lineare Gleichung zur Bestimmung der fünf 
unabhängigen Constanten der allgemeinen Complex-Gleichung. Vier der fünf 
Constanten können dadurch ersetzt werden, dass irgend zwei zugeordnete 
Polaren des Complexes gegeben sind. Weil nämlich jede gegebene gerade 
Linie nur eine zugeordnete hat, die sich in ünearer Weise durch vier Con- 
stante bestimmt, so erhalten wir vier lineare Bedingungs-Gleichungen zwi- 
schen den Constanten der allgemeinen Gleichung, wenn irgend zwei zuge- 
ordnete Polaren eines Complexes gegeben sind. Zwei gegebene zugeordnete 
Polaren eines Complexes sind also für die Bestimmung demselben äquivalent 
mit vier gegebenen seiner Linien, so dass der Complex vollkommen bestimmt 
ist, sobald wir, ausser den beiden zugeordneten Polaren, noch irgend eine 
Linie desselben kennen. 

Hiernach ergibt sich eine einfache Construction eines Complexes, wenn 
irgend fünf seiner Linien gegeben sind. Wenn wir von diesen fünf Linien 
irgend vier beliebig auswählen, so sind die beiden geraden Linien, welche 
diese vier Linien schneiden, zwei zugeordnete Polaren des Complexes, und 
jede neue Linie, welche diese beiden zugeordneten Polaren schneidet, ist 
eine neue Linie des Complexes. Wenn wir die gegebenen fünf geraden 
Linien in anderer Weise zu je vier combiniren, erhalten wir neue Paiare 
zugeordneter Polaren, und jedem Paare entsprechen unendlich viele neue 
Linien des Complexes. Und so können wir fortfahren, indem wir die ge- 
fundenen Linien mit hinzuziehen, um neue Combinationen zu je vier 
zu bilden. Hierbei dürfen wir nicht übersehen, dass vier reelle gerade 
Linien nicht immer von zwei reellen geraden Linien geschnitten werden, 
sondern dass diese beiden Linien auch imaginär sein können.*) 



*) Drei der fönf gegebenen geraden Linien können immer als drei Linien einer der beiden Erzeu- 
gungen eines Hyperboloids angesehen werden. Wenn eine vierte Linie das Hyperboloid schneidet, 
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Wenn ein Complex durch fünf seiner Linien gegeben ist, können wir 
für jeden gegebenen Punct die entsprechende Ebene, für jede gegebene Ebene 
den entsprechenden Punct coastruiren. Durch . je vier gegebene gerade 
Linien ist ein Paar zugeordneter Polaren des Complexes bestimmt. Durch 
einen gegebenen Punct lässt sich eine einzige Linie legen, welche die beiden 
Polaren jedes Paares schneidet. Die so bestimmten geraden Linien liegen 
in der dem Puncte entsprechenden Ebene, welche durch zwei derselben 
vollkommen bestimmt ist. Eine gegebene Ebene schneiden die beiden Pola- 
ren jedes Paares in zwei Puncten. Die geraden Linien, welche die beiden 
Durchschnittspuncte jedes Paares verbinden, schneiden sich in dem der Ebene 
entsprechenden Puncte, welcher durch zwei dieser Linien bestinnimt ist. 

Die vorstehenden Betrachtungen schliessen sich an die allgemeine Theorie 
der Reciprocität. Die Gleichungen des Complexes (2) und (4) können 
betrachtet werden als besondere Fälle der allgemeinen Gleichung in Punct- 
Coordinaten x, y, z, x\ y\ z, und in Plan-Goordinaten /, u, v, t\ u\ v\ 
durch welche die Reciprocität zweier Systeme überhaupt ausgedrückt wird. 
Wenn diese Gleichungen in Beziehung auf x, y, z und x, y, z und in 
Beziehung auf t, u, v und /' u, v symmetrisch sind, so entspricht demsel- 
ben Punct und derselben Ebene in jedem der beiden Systeme bezüglich 
dieselbe Polar-Ebene und derselbe Pol in dem anderen Systeme. Das findet 
in dem Falle der Complex-Gleichungen Statt. Aber es kommt die Bedin- 
gung hinzu, dass der Pol einer gegel)enen Ebene in dieser Ebene selbst liege. 
Durch diese neue Bedingung wird es nicht mehr möglich, Pole xmd Polar- 
Ebenen in gewohnter Weise vermittelst Flächen zweiter Ordnung und Classe 
zu construiren. *) Während im Allgemeinen die Polar-Ebene eines Punctes 



80 läset sich durch jeden der beiden Durchschnittspuncte eine Linie der zweiten Erzeug^ung des 
Hyperboloids legen, welche s'ammtliche \'ier Linien schneidet. Wenn die beiden Durchschnittspuncte 
ima^när sind, sind es auch die entsprechenden beiden geraden Linien. 

*) Der analytische Grund hiervon liegt in dem Folgenden. Im allgemeinen Falle ist die Grund- 
Gleichung der Reciprocität (wir beschränken uns hier auf den Fall von Punct- Coordinaten und machen 
die Gleichungen durch Einführung von x homogen): 

{ax ■\'hy -^^ cz •\- dx ) X + (*^'+ ^y +<^|2' + <'i«')y + (cx'+^'iy +Ct2'+<^0« 

Schreiben wir in dem ersten Tlieile dieser Gleichung x\ y', z', t' för a:, y, r, r, so wird dieselbe 

eine homogene Function des zweiten Grades: 

n = flx'» + 26a:y+2ra:V+ Idxx-^- b^y^ + 2c,yV+ 2 d,y t'+ r,z'» + ^d^zx + d^x^ 

Durch Vermittelung dieser Function können wir die Reciprocitätsgleichung in der nachstehenden 

Weise schreiben: 

dJl , dn , dn , dTl 

djü d y dz dt 
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durch drei ihrer Puncte, der Pol einer Ebene durch drei in demselben sich 
schneidende Ebenen bestimmt ist , reichen hier zu dieser Bestimmung bezüg- 
lich zwei Puncte und zwei Ebenen hin. — Wenn eine gerade Linie, sich 
um einen festen Punct drehend, eine Kegelfläche n. Ordnung beschreibt, 
umhüllt die zugeordnete Polare eine Curve n. Classe in der dem festen 
Puncte entsprechenden, durch diesen Punct gehenden Ebene. Die n Linien, 
in welchen die dem Mittelpuncte des Kegels entsprechende Ebene von dem- 
selben geschnitten wird, sind zugleich die n Tangenten, welche von dem 
Mittelpuncte aus, der gegenseitig der Ebene entspricht, an die Curve in 
dieser Ebene sich legen lassen. Da nämlich diese Linien dem Complexe 
angehören, sind sie ihre eigenen zugeordneten Polaren. 

30, Wir wenden uns zu dem rein analytischen Gange der Unter- 
suchung zurück. 

Die gewöhnlichen Coordinaten des Punctes, welcher der gegebenen Ebene 
(/', u\ v) entspricht und in Plan-Coordinaten dm'ch die Gleichung (10) dar- 
gestellt wird, sind: 

. ^ _ i>+ Cu — Bv 
'^* ~ Di' -{- Eli -\- Fv ' 

— _ -g— ^^' + ^^' 
y~ Dt'-{-Eu'+Fv'' (1^) 

F -{- Br — Ah 






/ • 



I)r+ Exi -^Fv 

Wenn die gegebene Ebene parallel mit sich selbst verschoben wird, so be- 
schreibt der in derselben liegende, ihr entsprechende Punct einen geome- 
trischen Ort. Unterscheiden wir durch .ro, yo. ^a die Coordinaten des ent- 
sprechenden Punctes derjenigen unter den parallelen Ebenen, welche durch 
den Anfangspunct der Coordinaten geht, so ergibt sich, indem wir /', ?/, v 
gleich oo setzen: 



Wenn wir x\ y\ z\ x als veränderlich betrachten, stellt die Gleichung: 

n = 

eine Fläche zweiter Ordnung dar. In dem Falle, dass die Complex-Gleichung (2) an die Stelle der 
allgemeinen Reciprocitäts- Gleichung tritt, wird die Function U identisch gleich Null. 

Ich verweise, was die allgemeine Theorie der Reciprocität betrifft, auf mein „System der ana- 
lytischen Geometrie des Raumes, 1846" p. 10—14. — Die besondere Art von Reciprocität ist zuerst 
von Herrn Möbius im 10. Bande des Crelle'schen Journals hervorgehoben und später von L. J. Mag- 
nus in seiner „Sammlung von Aufgaben aus der analytischen Geometrie des Raumes, 1837", p. 
139—145 behandelt worden. 
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Cu' — ßv' 

— _ —(^t' -\-Av' 
y« — lDl'-\-Eu+Fv'' 
_ Bt'—Au' 



(12) 



lind hiemach: 



Dr+Eu+Fv 



D 



'^' "~ '^'^ ~ ~ Fr-\-£u+~FV ' 
_ £ 

_ F_ 

^ — -^' — Dt'+Eu+Fv'' 

Wir ziehen hieraus: 

{x - .ro) : {y - y^ : [z - z,) = I)\ E\F, (14) 

wonach der fragliche geometrische Ort die, durch die Doppel-Gleichung: 

^ — ^ ___ y yp __ z Zy^ / 1 ;^\ 

jj ~ E F y^^) 

dargestellte, gerade Linie ist. Die Richtung dieser geraden Linie ist von der 
Richtung der parallelen Ebenen unabhängig. Wir nennen sie einen Durch- 
messer des Linien-Complexes ersten Grades, und sagen, die paral- 
lelen Ebenen seien dem Durchmesser zugeordnet, und gegenseitig, jeder 
der parallelen Ebenen sei der Dm'chmesser zugeordnet. 

Alle Durchmesser eines Linien-Complexes ersten Grades 
sind einander parallel. Durch jeden Punct des Raumes geht 
ein solcher Durchmesser. 

31. Unter den Durchmessern des Complexes gibt es einen einzigen, 
welcher auf den ihm zugeordneten Ebenen senkrecht steht, und den wir die 
Axe des Complexes nennen wollen. Soll die doppelte Gleichung (15) 
diese Axe darstellen, so kommt, um auszudrücken, dass sie auf den paral- 
lelen Ebenen (/', u\ v) senkrecht steht: 

/' : u \ V = D\ E\.F, 
wonach die Gleichimgen (12) die folgenden Werthe für .lo, yo, ^o geben: 

_ ^^— _^'^ 

•^■« — D''ij^E^-\-~F'^' 

ih — jj'i _|r^_j_/'2 ' (16) 

_ AE— BD 
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diese Coordinatenwerthe werden insbesondere gleich Null, und die Axe geht 
durch den Aufangspunct , wenn: 

A: B :C = D : E \ F. (17) 

Die auf der Axe senkrechten Ebenen wollen wir Hauptschnitte des Com- 
p lex es nennen. Der durch den Aufangspunct gehende Hauptschnitt hat zur 
Gleichung : 

Dl + Ey + Fz = 0. (18) 

Wenn F verschwindet, sind die Durchmesser des Complexes, unter 
welchen sich auch die Axe desselben befindet, der Ebene XV parallel. Wenn 
F und C gleichzeitig verschwinden, werden x\ und y^ gleich Null. Dann 
schneidet die Axe des Complexes die Coordinaten-Axe OZ] für den Durch- 
schnittspunct behält Zo den obigen Werth. Für die Axe OZ sind die Coor- 
dinaten (.r — x), (y — y), (yz — yr), {xz — xz) gleich Null. Diese Axe 
ist also eine Linie des Complexes, wenn F mid C verschwinden, und zwar 
eine solche, die von der Axe desselben geschnitten wird. Durch dieselbe 
geht der Hauptschnitt: 

Dx + Ey = 0. 

32. In gleicher Weise wollen wir die Gleichung (9) behandeln, welche 
diejenige Ebene darstellt, die alle Linien des Comj^lexes enthält, welche 
durch einen gegebenen Punct {x\ y\ z) gehen, die, mit anderen Worten, 
diesem Puncte entspricht. Nennen wir die Coordinaten dieser Ebene /, Uy v, 
80 kommt: 

AJ^Fy— Ez 



( = 



Ax + By+Cz' 



= _ C-\-Ex — D y 

^~ Ax+By+Cz ' 

Wenn wir annehmen, dass der Punct (x', y, z') auf einer festen, durch 
den Aufangspunct gehenden geraden Linie fortrückt, so bleibt das Verhältniss 
der Coordinaten des Punctes x : y : z' constant. Dem auf der festen Linie un- 
endlich weit gerückten Puncte entspricht eine bestimmte Ebene , für welche, 
wenn wir zur Unterscheidung die Coordinaten derselben durch /o, ?/o, v^ 

bezeichnen : 

Fy --Ez 



(o = 



.' > 



Ax + By+Cz 

Plücker, Geomelrie. ») 
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— Fx + Dz 

^0 — Ax + By+Cz" (20) 

_ _ _ Ex — Dy 



Es folgt hieraus: 

/ — /o = — 



U Uo = 



V — Vi, = — 



Ax-{-By'+Cz 

B 
Ax+Bf/+Cz 

C 



' 9 



' > 



(21) 



j ' i r>.y I rt ' > 



Ax-\-By'-\-Cz 



wonach : 

(/ — /o) : {u — Wo) : {p — 2^o) = A\ B \ C. 
Wenn wir /, u, v als veränderlich betrachten, so stellt die Doppel-Gleichung: 

eine gerade Linie dar, die umhüllt wird von denjenigen Ebenen, welche 
den Punctcn einer festen, durch den Anfangspunct gehenden Linie ent- 
sprechen. Da der Anfangspunct der Coordinaten bei der willkürlichen An- 
nahme desselben in keiner besonderen Beziehung zirni Complexe steht, ist 
in dem Vorstehenden der allgemeine Satz über conjugirte Polaren bewiesen 
(siehe Nr. 28). 

Die Gleichungen (19) zeigen, dass, wenn der Punct (x\ y\ z') in der 
durch die Gleichung: 

Ax + By + Cz = (23) 

dargestellten Ebene liegt, die Coordinaten t\ u\ v der entsiDrechenden Ebene 
unendlich gross werden, die Ebene selbst also dmx-h den Anfangspunct geht. 
Daraus folgt, dass die Ebene (23) diejenige ist, welche dem Anfangspuncte 
entspricht, und dass sie folglich der geometrische Ort für diejenigen Linien 
ist, welche solchen, die durch den Anfangspunct gehen, conjugirt sind. 
Linien, die in der Ebene liegen und zugleich durch den Anfangspimct gehen, 
sind ihre eigenen conjugirten und gehören also dem Complexe an. 

Betrachten wir unter den durch den Anfangspunct gehenden geraden 

Linien insbesondere den diu-ch diesen Punct gehenden Durchmesser des Com- 

plexes, so ist, m Folge der Doppel-Gleichung (15) für jeden Punct (.r , /, •') 

desselben : 

x' :y :z' = D: E: F. (24) 

Dann folgt aus den Gleichungen (20): 
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/o = 0, Uo = 0, Vo = 0, 
lind die Doppel-Gleichung (21), indem sie sich auf dte folgende: 

t U V 



ABC 

reducirt, gibt filr die dem Durchmesser conjugirte Polare die in der Ebene 
(23) unendlich weit entfernt liegende Linie. 

Bei der willkürlichen Annahme des Anfangspunctes des Coordinaten- 
Systems ist hiermit ausgesprochen, dass die einem beliebigen Durchmesser 
des Complexes zugeordnete Linie in der einem Puncte desselben entsprechen- 
den Ebene unendlich weit liegt. Eine gerade Linie aber, welche in einer 
gegebenen Ebene unendlich weit gerückt ist, lässt, indem sie ihre Richtung 
verloren hat , keine nähere Bestimmung mehr zu und bleibt dieselbe , wenn 
die Ebene, welche sie enthält, parallel mit sich selbst verschobon wird. 
Eine unendlich weit entfernte gerade Linie ist immer einer gegebenen Ebene 
parallel, und nimmt, wenn diese Ebene um einen ihrer Puncte sich dreht, 
in unendlicher Entfernung alle möglichen Lagen an. In jeder solchen Lage 
entspricht ihr ein Durchmesser des Complexes. Alle unendlich weit ent- 
fernten Linien des Raumes bilden eine unendlich weit entfernt liegende 
Ebene, deren entsprechender Punct, weil er in ihr liegt, selbst nach gege- 
bener Richtung unendlich weit entfernt ist. Eine Folge davon ist, dass 
die in diesem Puncte convergirenden Durchmesser unter einander parallel sind. 

Ausgezeichnet unter denjenigen geraden Linien, welche durch den 
Anfangspunct gehen, ist endlich diejenige, welche auf der dem Anfangs- 
punct entsprechenden Ebene: 

Ax + By + Cz = (25) 

senkrecht steht, und also senkrecht steht auf jeder in dieser Ebene liegen- 
den geraden Linie, d. h. auf jeder geraden Linie, die einer durch den An- 
fangspunct gehenden zugeordnet ist, insbesondere auf der ihr selbst zu- 
geordneten. Die fragliche Linie ist dadurch charakterisirt , dass für jeden 
ihrer Puncte: 

x':y':z = A\B\ C, (26) 

wonach t^, Uo, Vq die folgenden Werthe erhalten: 

BF— CE 



fo= — 



Uo = — 



IT' + B'^ + C^ ' 

CD — AF (27) 

A''4-B^ + C^ ' 

5* 
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^ _ AE-^ BD 

Wenn wir diese Werthe in die Doppel-Gleichung (21) einsetzen, so stellt 
diese Gleichung in der Ebene (23) diejenige gerade Linie dar, welche der 
durch den Anfangspunct gehenden (26) zugeordnet ist. 

Wenn durch den Anfangspunct der Coordinaten die Axe des Complexes 
geht, so ist sie es, die auf der ihr zugeordneten Linie .senkrecht steht. 
Dann aber ist, nach (15): 

x' :t/ : z' = D : E : F, 
mithin : 

A\B\C= D\E\F 
in Uebereinstimmung mit (17). 

33. Aus den Gleichungen (10) ergeben sich: 

Cu — Bv + D = 0, 

— 67 + Av + £^=0, (28) 
Bl— Au + /'= 

für die Gleichungen der drei Puncte, welche den Coordinaten-Ebenen VZ, 
XZy XY entsprechen, während: 

Dt^Eu'\-Fv=() (29) 

denjenigen Punct darstellt, w^elcher der unendUch weit [entfernten Ebene 
entspricht und selbst nach gegebener Richtung unendlich weit liegt. 
Aus den Gleichungen (9) ergeben sich: 

Fy — Ez-\- J = 0, 

— Fx + />z + ^ = 0, (30) 
Ex — ßy -\- C = 

ftlr die Gleichungen der drei Ebenen, welche den Puncten entsprechen, 
die nach den Richtungen der drei Coordinaten- Axen OX, OV, ÖZ unendlich 
weit liegen, während, was bereits bemerkt (23): 

Ax -\- By + Cz = 
die dem Anfangspimct entsprechende Ebene darstellt. 

34. Aus den drei Gleichungen (9) und den drei Gleichungen (10) erhal- 
ten wir übereinstimmend, wenn (x, y, z) ein Punct, (/, u, v) eine Ebene ist, 
die in Beziehung auf den Complex sich gegenseitig entsprechen, die Bedin- 
gungs-Gleichung : 

{Ax + By + Cz) {Dl + Eu + Fi^ + {AD + BE+ CF) = 0. (31) 

Die vorstehende Gleichung schliesst als einen speciellen Fall ein, dass: 
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Aß + BE +CF=0. (32) 

Diesem speciellen Falle entspricht eine Particularisation des Complexes 
ersten Grades. 

35. Die beiden allgemeinen Gleichungen: 

A{x-x) + Biy-y) + Ciz-z") + D{yz-yz) + E{x'z - .rz') + F{ai,'-xy) = 0, 
D{t—f) + E{u — u) + Fiv — v") -i-Aiuv—uv) + B{fv — lv) + C(tu—tu) = 0, 

welche in der doppelten Coordinaten-Bestimmung die Complexe ersten Gra- 
des darstellen, vereinfachen sich, wenn wir eine der drei rechtwinkligen 
Coordinaten-Axen mit der Axe des Complexes zusammenfallen lassen, wo- 
nach die beiden anderen in einem Hauptschnitte desselben liegen. Wählen 
wir für die mit der Axe des Complexes zusammenfallende Coordinaten-Axe, 
nach einander, OZ, OY, OX, so nehmen durch das bezügliche Ver- 
schwinden von: 

A, B und D, E, 

A, C und />, F, 

B, C und E, F 

die vorstehenden beiden Gleichungen folgende Formen an: 

{xy— xy) -^ k{z — z) = 0, {v — v) + k {tu — t'u) = 0, 

{xz — xz') + k{y — y) = 0, (33) (u — u) + k{tv — iv) = 0, (34) 

(.r/ _ x'y) + k {x — x) = , {t — 1') + k (uv — uv) = 0. 

Unter dieser Form enthalten sie mn* noch eine einzige Constante (k), und 
diese ist dieselbe in allen Gleichungen. Dieses ist von Vorne herein 
ersichtlich. Denn einmal ändert sich dieser Werth nicht, wenn wir von 
einer der beiden Gleichungen in derselben Zeile zu der andern über- 
gehen. Es folgt dies aus der doppelten Bestimmung der geraden Linie ver- 
mittelst Punct- und Plan-Coordinaten , wonach z. B. 

xy' — x'y V — v' 

z — z' t\i — i'u' 

Aber auch beim Uebergangte von einer der drei unter einander stehenden 
Gleichungen des Complexes zu einer anderen bleibt der Werth der Constanten 
k unverändert. Die Ausdrücke: 

xy — x'y x*z — xz' yz — yzV 
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z — z y — y X — X 

z. B. haben, wenn sie auf eine beUebige Linie des Complexes bezogen wer- 
den, eine absolute geometrische Bedeutung, vermittelt durch das jedesmalige 
Coordinaten-System , aber unabhängig von demselben. Beim Uebergange 
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von dem einen Coordinaten-Systeme zum andern gehen die vorstehenden 
drei Ausdrücke durch die entsprechende Coordinaten-Vertauschung in ein- 
ander über; aber ihre geometrische Bedeutimg, was dieselbe immer sein 
mag, ändert sich nicht und folglich ändert sich auch k nicht. 

Wir wollen die Grösse k, welche die Länge einer Linie darstellt, den 
Parameter des Complexes nennen. Der Complex ist, wenn wir von seiner 
Lage im Räume absehen, durch seinen Parameter vollkonunen bestimmt. 

36. Die allgemeine Gleichung eines Linien-Complexes des ersten Grades 
enthält in jeder der beiden Coordinaten-Bestimmungen fünf von einander 
unabhängige Constanten. Die Gleichungen (33) und (34) haben nur noch 
eine einzige Constante behalten. Die Anzahl der Constanten hat sich 
also um vier reducirt. Aber da wir zur Bestimmung eines neuen Coordi- 
naten-Systems über sechs Constanten verfügen können, so ist das den letz- 
ten Gleichungen zu Grunde liegende Coordinaten-System nur unvollkommen 
bestimmt. Wir können noch über zwei Constanten der Lage verfügen, 
ohne dass diase [Gleichungen irgendwie sich ändern. Wir werden dies in 
der folgenden Nummer bestätigt finden. 

37. Die erste der drei Gleichungen (33) 

(xy — xy) + k{z — z) = 0, 
die wir willkürlich auswählen, ändert sich nicht, wenn der Anfangspunct 
der Coordinaten auf ÖZ, der Axe des Complexes, beUebig fortrückt. Die- 
selbe Gleichung bleibt auch dann ungeändert, wenn sich das Coordinaten- 
System beUebig um OZ dreht. Denn einerseits bleibt dann z und z unver- 
ändert und andererseits behält auch xy — xy seinen Werth. Dieser Aus- 
druck stellt nämhch die Projection auf XV der doppelten Fläche desjenigen 
Dreiecks dar, welches den Anfangspxmct der Cüoordinaten und die beiden 
Puncte {Xy y, z) und (.r, y, 2'), durch welche die Linien des (Komplexes be- 
stimmt werden, zu seinen drei Winkelpuncten hat, und diese Projection 
ändert sich nicht; wenn der Complex um seine Axe OZ gedreht wird. So- 
mit bleiben die Gleichungen (33), und folglich auch die Gleichungen (34) 
imgeändert dieselben, wie auch der Anfangspunct auf der Axe des Com- 
plexes fortrücken imd das Coordinaten-System sich um diese Axe drehen 
mag. Oder, mit andern Worten: 

Ein Linien-Complex ersten Grades bleibt unverändert, so- 
wohl wenn derselbe parallel mit seiner Axe verschoben, als 
auch wenn er um dieselbe gedreht wird. 
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Alle Linien des Complexes in der ursprünglichen Lage kommen nach 
der Verschiebung und Drehung mit anderen Linien desselben zur Deckung. 

38. Wii- können durch Aenderung des Coordinaten-Systems die allge- 
meinen Complex-Gleichungen (2), (4) schrittweise in die sechs Gleichungen 
(33), (34) umformen. Da die einzige Constante, welche in diesen Glei- 
chungen vorkommt, denselben Werth (X) hat, so handelt es sich bei diesen 
Umformungen nur um die Bestimmung von k, und es ist genügend, in 
einem einzigen Falle die Transformation durchzuführen. Wenn wir statt 
der Gleichungen (2), (4) der Kürze wegen die Gleichungen: 

Jr + ^^ + C— /><r + Ä'p + /'i? = 0, (7) 

Dp+ Eq + F— Az + B:r+ Coi= (8) 

zu Grunde legen, nehmen die Gleichungen (33) und (34) die folgende Form an: 

^ + X: = 0, ^ + l- = ^> 

Q + /cs = 0, (35) ^+1=0, (36) 

^ö + At = 0, —X -{-P- = 0. 

X 

Wir beschränken uns darauf, aus der Gleichung (7) die erste der Gleichun- 
gen (35) abzuleiten. 

Wenn wir das ursprüngliche Coordinaten-System, auf welches die Glei- 
chung (7) bezogen ist, parallel mit sich selbst verschieben, und die Coordi- 
naten des neuen Anfangspunctes x^, y^ z^ sind, so geht unter Anwendung 
der Verwandlimgsformeln (37) der 12. Nummer diese Gleichung über in die 
folgende : 

{A + Fy^ — Ez^) / + (B — Fx^ + Dz^) / + (C + Ex^' — Dy^) 

— Dö' + Eq' + Frf = 0. (37) 

Wenn insbesondere: 



a;" y'' z'' 



DBF 

SO wird durch die Verschiebung des Coordinaten-Systems die Form der 
ursprünglichen Gleichung nicht geändert. Der Complex bleibt also derselbe, 
wenn er verschoben wird parallel mit der Richtung derjenigen geraden 
Linie, welche durch die letzte Gleichung dargestellt wird, wenn wir in ihr 
x^^y y^, zo als veränderlich betrachten — d. h. parallel mit der Durchmesser- 
Richtung (vergl. (15)). 

Wir erhalten für die Cosinus der Winkel, welche diese Durchmesser- 
Richtung mit den drei Coordinaten-Axen OX, OF, OZ bildet: 
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yW+E^ + F'^ j/W+E^^+F'^ yW^E^+~F'^ 

Wir wollen das ursprüngliche Coordinaten - System um OZ durch einen 
Winkel a in dem Nr. 13. festgestellten Sinne drehen. Dann verwandelt sich 
die allgemeine Gleichung (7) tnach den Verwandlungsformeln (40) der 13. Num- 
mer in die folgende: 

{A cos a + ^ sin a) r + ( — A sin a + ^ cos a) / + C 

— {D cos a + Emi a) ö + {— D sin « + ^cos a) p' + Fr{ = 0. (38) 

Wir wollen « so bestimmen, dass: 

— /> sin « + iFcos « = 0, (39) 

wonach 

cos^« = ^i^. (40) 

Dann können wir, unter Fortlassung der Accente, die Gleichung des Com- 
plexes in folgender Weise schreiben: 

Ar + ITs -\-C — D's + Fri = 0, (41) 

eine Gleichung, die, weil q fehlt, den bezüglichen Complex als einen solchen 
charakterisirt , dessen Durchmesser der Ebene XZ parallel sind. Während 
C und F' die früheren Werthe C und F behalten, kommt: 

Ä ={AD +^^)-^?|-", 

^ = (-JÄ^H-^^) -^^-, (42) 

und hieraus: 

ÄD' == AD + BE, 

ff^ = Z>2 + EK ^^^^ 

Nach vollbrachter erster Drehung des Coordinatensystems wollen wir 
dasselbe um OY durch einen Winkel y drehen, der, wie in der 13. Nr, von 
Z nach X gerechnet werden mag. Dann geben die Verwandlungsformeln 
(43) der 13. Nummer für die Gleichung des Complexes: 

{^Ä cos Y — C sin y) / + Zf'/ + (/f sin y + C^ cos y) 

— (/>' cos 7^ — /''sin r) G + (— D'^my + F'cosr)^ = 0. (44) 

Damit die neue Axe Z mit dem durch den Anfangspunct laufenden Durch- 
messer des Complexes zusammenfalle, muss aus der Gleichung (44) o'' aus- 
fallen. Dem entsprechend setzen wir: 
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D'cosy — F' sin y = ^, (45) 

wonach 

cos^y = ^.r_p^f' (46) 

Dann können wir, der Kürze wegen, die Complex-Gleichung (-44) folgender- 
massen schreiben: 

Ä'r + B"s + C" + /"',; = 0. (47) 

Während B" den froheren Werth W behält, kommt: 

Ä' = (A'F' — C'I/)^, 

r = (A'/)' + cr)^^. (48) 

_ /^" = ()9'^ ^ j^'i) ^^ y 



F' 



und hieraus: 



r' ÄD'-\-CF' 



^ A])-\-BE+CF ^^^^ 

~ 2>'^ + iT^ + /'•^ 

Verschieben wir endlich die Coordinaten - Axen parallel mit sich selbst, 
wie in der 12. Nummer, so wird die Gleichung (47): 

{Ä' + r>o) / + (^' _ /^"^.o) / + r" 4. z'",' = 0, (50) 

und reducirt sich, wenn wir 
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(51) 



(52) 



(53) 

setzen. Dann ist der Complex auf seine Axe als Coordinaten - Axe OZ be- 
zogen, während die beiden anderen, auf einander und auf OZ senkrechten 
Coordinaten- Axen OX und OY nach übrigens beliebiger Richtung in einem 
beliebigen Puncte von OZ sich schneiden. 

39. Wir erhalten unmittelbar die Deutung der Gleichungsform: 
^ + X: = 0, {xy — xy) + i4" (z — z') = 0. 

Denken wir ims eine Kraft von beliebiger Intensität , welche nach der Rich- 
tung irgend einer Linie des Complexes wirkt, so können wir den Ausdruck 

PlQckcr, Geomelrie. (5 



— 42 — 

{xij — xy) als das doppelte Moment dieser Kraft in Beziehung auf die Axe 
des Complexes und (r — z) als die Proportion der Kraft auf diese Axe be- 
trachten. Also : 

Wenn nach den Linien eines linearen Complexes beliebige 
Kräfte wirken, so ist das Verhältniss der Projection dieser 
Kräfte auf die Axe des Complexes zu dem Momente dieser Kraft 
in Beziehung auf dieselbe Axe constant und dem Parameter des 
Complexes gleich*). 

Wenn wir insbesondere für die beiden Puncte {x, y, z) und {x\ y, z), 
durch welche die Linien des Complexes bestinunt werden, die beiden Puncte 
A und B nehmen, in welchen die Coordinaten - Ebenen von ihr geschnitten 
werden, so verschwinden die Werthe von x mid y\ Dann kommt: 

xy = K{z-z'), (54) 




■ix~75 j 



Figur 2. 



X 




also mit Beziehmig auf die Figur (Fig. 2, 3):**) 



Figur 3. 



^' ~ ~ EG ' 



(55) 
was eine unmittelbare Folge aus dem torstehenden Satze ist, wie es auch 



*» Dieser Satz wird, bei der späteren Ausführung des mechanischen Theils, in seinem natürlicheii 
Zusammenhange mit anderen auftreten. 

**) Es bietet für unsere Zwecke diejenige Projections weise einen besonderen Vortheil, in welcher 
die auf einander senkrechten drei Coordinaten - Axen OZ, OV, OX in derselben Ebene so dargestellt 
werden, dass etwa OZ und OX ihre natürliche Lage behalten, die positive Erstreckung von OV aber 
mit der negativen Erstreckung von OX zusammenfallt. 
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unmittelbar aus der Constantenbestimmung der geraden Linie folgt (vergleiche 
die IL Nununer). Wir erhalten für jede beliebige Linie des Complexes: 

= — OJ cota^ng BFA = OJ tang OJK = OK = A\ (56) 



— ri=OJ' 

— 71=0 ff' 



OH 
EG 
OJ 
EG 



= OffcotangA/)F= —OfftangOffK' = —OK' = A\ (57) 

Es ist hierbei JK senkrecht auf GF und ffK' senkrecht auf ED gezogen. 
In dem Falle der ersten Figur ist /c positiv , in dem Falle der zweiten Figur 
A' negativ. 

Wir haben nach der eben angezogenen Nummer (ll.)> wenn wir uns der 
Axen-Coordinaten einer geraden Linie statt ihrer. Strahlen - Coordinaten be- 
dienen, und demnach die Gleichungen: 



CO = -^ = 0, 



{v — v) + k(iti—fu) = 



zu Grunde legen: 
_ JL^ _ OF'OJ 

_ 1 = _ 

CD 



OG 
OD OH 



OE 



= OF'tmgAOZ = —OFtangOFK' = —OK' = A-, (58) 

= —ODtangBOZ = OD'tangODK = OK = A'. (59) 

Es ist hierbei FK' senkrecht auf OA und DK senkrecht auf OB gezogen. 

Auch die folgende Construction verdient noch angeführt zu werden 
(Figm: 4, 5). 





X' 



Figur 4. Figiir 5. 

Wir können durch />Ä' und FG, die Projectionen einer gegebenen geraden 
Linie des Complexes, in einziger Weise ein System zweier unter sich paral- 
leler Ebenen legen: EDF' und GD'F, welche auf den Coordinaten -Axen 
OZ, Or, OX bezüglich in den Puncten E und G, D und />', F' und F ein- 
schneiden. Dann erhalten wir: 



EG = ^ , 

rs 



DD' = — 



n 



rF= — ^, 



6 
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und hieraus: 



DD' ' F' F 
V = — ^-^- (60) 

Um diesen Ausdruck zu construiren, legen wir durch eine mit XF paral- 
lele Ebene, welche DE in A imd F'E in M schneidet. Dann ist: 

DD\F'F AG. GM ,, .. , ,,.-. 
EG— = —EG- = ^ A = k, (bl) 

wenn K in dem Dreiecke AME deijenige Punct ist, in welchem die von 
den drei Winkelpimcten auf die gegenüberliegenden Seiten gefällten Perpen- 
dikel sich schneiden. In der ersten der beiden Figuren ist k positiv, in der 
zweiten negativ. 

. 40. Weil, wenn die Axe des ComiDlexes gegeben ist und als eine der 
drei Coordinaten-Axen genommen ^vird, die Gleichung desselben nur eine 
einzige Coastante enthält, so ist auch, wenn zugleich mit der Axe eine ein- 
zige gerade Linie des Complexes gegeben ist, dieser Complex vollkommen 
bestimmt. So wie in den letzten Entwickelungen die Constante k bestimmt 
worden ist, sobald eine Linie des Complexes gegeben war, so können auch 
umgekehrt, wenn k gegeben ist, alle Linien des Complexes construirt werden. 
Wir können die Linie, welche wir bestimmen wollen, von vorneherein dreien 
linearen Bedingimgen imterwerfen, imd begegnen so einer Reihe von Auf- 
gaben, die ich hier nicht weiter berühre. 

41. Nehmen ^vir wieder: 

{xy -xy) + k{z-z) = ^) (33) 

für die Gleichung des Complexes; so ist, wenn wir .r, y, r als veränderlich 
betrachten, 

//' . X — X y :{- k'Z — k'Z = (62) 

die. Gleichung der Ebene, welche irgend einem Puncte (x,y\z) entspricht. 
Nennen wir den Winkel, welchen diese Ebene mit der Axe des Complexes 
bildet, A, so ist: 

^' ^ - yf^j-K^' (63) 

folglich : 

-y'^ + -^'^ = tSgVr (64) 

Die Deutung der vorstehenden Gleichungen gibt die folgenden geome- 
trischen Beziehungen. 

Wenn irgend ein Punct /^gegeben ist, so geht die demselben 
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zugeordnete Ebene durch diejenige gerade Linie, welche durch 
den Punct senkrecht zur Axe des Complexes gezogen werden 
kann. Die zugeordneten Ebenen aller Puncte, welche gleichen 
Abstand von der Axe des Complexes haben, bilden mit dieser 
Axe gleiche Winkel. Während der Punct, um die Axe sich dre- 
hend, einen Kreis beschreibt, umhüllt die zugeordnete Ebene 
einen Rotationskegel, welcher denjenigen Punct zum Mittel- 
puncte hat, in welchem die Ebene des Kreises die Axe schneidet. 
Wenn die Puncte des Kreises, parallel mit der Axe fortrückend, 
Durchmesser beschreiben, so verschiebt sich der Kegel parallel 
mit sich selbst, so dass sein Mittelpunct immer auf der Axe 
bleibt. Solche Durchmesser, welche gleichen Abstand von der 
Axe des Complexes haben, bilden mit ihren zugeordneten Ebenen 
gleiche Winkel. 

42. Wenn wir die von einem gegebenen Puncte P senkrecht nach der 
Axe gezogene gerade Linie als Axe O^r nehmen, verschwinden die Coordinaten- 
Werthe z und y. Dann wird die Gleichung der zugeordneten Ebene: 

X y = kz, (65) 

Für die Puncte derjenigen geraden Linie, in welcher diese die Ebene YZ 
schneidet, ist: 

|-= tangA = |., (66) 

für die Linie, welche senkrecht darauf steht, und durch den Anfangspunct geht : 

ti X z k 

- = — -T- oder - = 7- (67) 

Wenn k gegeben ist, können wir hiemach sogleich die einem beliebigen 
Puncte P zugeordnete Ebene bestimmen, imd umgekehrt, wenn irgend ein 
Punct und seine zugeordnete Ebene gegeben sind, den Parameter des Com- 
plexes, k. 

Es sei in der oben gewählten Projectionsweise in dem auf OA' angenom- 
menen Puncte P ein Perpendikel PK auf diese Axe errichtet, und gleich k 
genommen. Dann ist diejenige Linie OZ, welche senkrecht auf Ö^ durch O 
gezogen ist, die Durchschnittslinie der dem Puncte P entsprechenden Ebene 
mit der Coordinaten-Ebene YZ. Damit ist die Ebene selbst geftmden. Ebenso 
ergibt sich , wenn die Ebene L X und k gegeben sind, unmittelbar der dieser 
Ebene zugeordnete Punct P. 
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Wenn der Punct P sich von der Axe entfernt, nimmt tang A im Ver- 
hältnisse der Entfernung ab. 

Das Voi'stehende erleichtert die Anschauung eines Complexes. Alle Linien, 
welche durch den belieJngen Punct P gehen und die Linie OL schneiden, 
gehören dem Complexe an , und thun es dann noch , wenn der Punct P und 
die Linie OL parallel mit der Axe verschoben werden, auch dann noch, 
wenn der Punct mit OL mn die Axe sich dreht. Dem Kreise, welchen der 
Punct bei dieser Umdrehung beschreibt, entspricht ein Umdrehungs- Kegel, 
dessen Axe dm-ch den Mittelpunct des Kreises geht und auf der Ebene des- 
selben senkrecht steht: so, dass jede Linie des Complexes, welche durch 
einen Punct des Kreises geht, diesen Kegel berührt. Bei der Umkehrung 
dieses Satzes ist zu beiUcksichtigen, dass in Gemässheit der Gleichungen (63) 
(64) dei*selbe Kegel demselben Kreise in zwei verschiedenen Complexen ent- 
spricht, deren Parameter gleiche absolute Werthe, aber entgegengesetztes Vor- 
zeichen halben. Von den beiden Tangentialel^enen, welche von einem Puncte 
des Kreises aus an den Kegel sich legen lassen, ist, wenn das Zeichen des 
Parametei*s /' gegeben ist, nur diejenige zu nehmen, deren Durchschnitts- 
linie mit der J^Z- Ebene mit der Axe des Complexes einen Winkel bildet, 

deasen trigonometrische Tangente (66) gleich + - - ist. Dass der dem Kreise 

entsprechende Kegel, wenn der lü-eis parallel mit sich selbst nach der Axe 
O Z fortiilckend einen Rotationscy linder beschreibt , in gleicher Weise parallel 
mit sich selbst fortrückt, wurde schon in der vorigen Nununer gesagt. 

43. Die Linien des Raumes ordnen sich mit Bezug auf einen gegebenen 
Comf)lex paarweise zusanunen, so dass jede Linie ihre zugeordnete hat und 
die Beziehung irgend zweier zugeordneter Linien zu einander eine gegen- 
seitige ist, welche durch den Complex in linearer Weise vemiittelt wird. 
Wir wollen l^ei den Erörtenmgen hienlber wiederum die einfachste Gleichung 
des Complexes: 

{xy —xy) + k{z — z) = 0, 
wobei die Axe des ComiJexes als Axe OZ genommen ist, zu Grunde legen. 

Es seien (x\y\z) und {x\y\z') irgend zwei Puncte im Kaume, die 
geiiide Linie, welche sie verl)indet, eine von zwei conjugirten Polaren. Die 
Gleichungen dieser geraden Linie sind: 

: — ; ).r = {x —.r )z — (.r z —x z), 

, f ff^ / f ff. . f ff " 'v V^^/ 

^' —: )y = iy —>/): — (y = —y 'h 
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und ihre fünf Strahlen - Coordinaten , die wir durch ro, so, qo, öq, tjo unter- 
scheiden wollen: 



ro = 



/ ff 

X —X 

z — z 



tf 



•% = 



y -zy_ 

z'-2" 



Qo = — 



t ff tf t 

X Z —X z 



tt / 



z — z 



l?o 



X y —x'y 



y 2 —y z 

z —z 



(69) 



/ // 



z — z 



Die zweiten der beiden zugeordneten Polaren können wir als den Durch- 
schnitt derjenigen beiden Ebenen construiren, welche den beiden Puncten 
{x\ y, z) und {x\ y", 2"), die auf der ersten liegen, entsprechen und die die 
folgenden sind: 

y X — xy + kz — kz = 0, 

y\v — x''y + kz — kz' = 0. 

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich nach successiver Elimination von 
y und x\ 



(70) 



(71) 



{xy' — v" y)x + k[ — (.1' — x")z + {x'z" — ^v"z')\ = 0, 
{xy"-x"!,')y + k[-(!,' -y"): + (y' z" -y"z')] = 0, 

lind hiemach fto die vier ersten der fünf Coordinaten der zweiten Linie, 
die wir zur Unterscheidung mit ;•", *», 9«, <^, rf, bezeichnen wollen: 



ro = k- -,- •^" 



tf f y 

xy —X y' 
f ff ff f 

,. / X Z ^"~ X z 

00 = — /- , 
_ f* f ff ff t y 

^ X y — X y 



s"^ = k' -f 



f ff 

y -y 



ff 



xy 



f ff 



ff f y 

X y 

ff f 



(72) 



0-0 = — X- . ^,-,7 

.xy 



y z —y z 



ff f • 

X y 



Aus der Zusammenstellung der vorstehenden vier Gleichungen mit den 
Gleichimgen (69) ergibt sich eine Reihe von Relationen zwischen den fünf 
Coordinaten der beiden conjugirten Polaren: 



p« p" 




r„ r« 


Po P" 



(73) 



>•, 



femer : 



9(1 
Vi) 



.0 



.(I 



(S 







'0 



rO ' 



k ' 



^.) 



'0 






(74) 



und hieraus, indem wir berücksichtigen, dass 

fjO = ;.0 00 _ ^0 gO^ 



. » 
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folgt: 

Wir können die sämmtlichen Relationen in die folgenden Gleichungen zu- 
sammenfassen : 

!j' = - " = ^" = ?i' = ^'i = ^' (ic\ 

r« $'' ^" &' k rt'' ^^^^ 

In diesen Gleichungen ist zugleich die reciproke Beziehung der beiden zu- 
geordneten Linien zu einander ausgesprochen. Um von der zweiten der bei- 
den conjugirten ^Polaren zu der ersten zurückzugehen , erhalten wir : 



«.0 y oO o 

7 /„ Ä Ä„ 



V 


k' 


tf 


k 




k' 


0" 


k 



(77) 



Wenn wir berücksichtigen, dass irgend zwei auf einander senkrechte 
Ebenen, welche durch die Axe OZ gehen, zu Coordinaten- Ebenen XZ, YZ 
genommen werden können, ohne dass die Gleichung des Complexes irgendwie 
sich ändert, so entnehmen wir aus den beiden ei^sten Gleichungen (73), dass 
jede dm-ch die Axe des Complexes gelegte Ebene von je zwei zugeordneten 
Linien so geschnitten wird, dass die beiden Durchschnittspimcte auf einer 
geraden Linie liegen, welche auf der Axe senkrecht steht. 

Das Quadrat des Abstandes desjenigen Punctes , in welchem die eine der 
beiden zugeordneten geraden Linien die durch irgend einen Werth von z 
bestimmte auf der Axe OZ senkrechte Ebene schneidet, ist: 

Der Werth von c, für welchen dieser Abstand ein Minimimi wird, ist: 

Wenn wir, wodurch die Gleichung des Complexes nicht geändert wird, die 
Ebene X¥ durch den kürzesten Abstand legen, so erhalten wir die Be- 
dingimgsgleichuug : 

.Voo'o + rop:> = 0, (79) 

und der kürzeste Abstand selbst wird: 

cu? + 9o-. 
Die Bedingimgsgleichung (71)) bringt für die andere conjugii-te Polare die 
entsi)rechende : 

6-0 (JO + /-OpC = (80) 

mit sich. 
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Die kürzesten Abstände irgend zweier zugeordneter Polaren 
von der Axe des Complexes liegen in derselben auf dieser Axe 
senkrechten Ebene, und fallen in dieser Ebene in derselben ge- 
raden Linie zusammen. 

Der letzte Theil dieses Satzes folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden 
Satze. Der directe Beweis liegt darin , dass , wenn wir die Axe Z mit dem 
kürzesten Abstände der einen zugeordneten Linie zusammenfallen lassen, cjo 
verseh windet, was mit sich bringt, dass auch is^ verschwindet (74). Li Folge 
der Gleichung (79) verschwindet alsdann ro imd also, nach (74), auch ;'^. Da 
die Gleichung (80) hiemach befriedigt wird, ist der Beweis geführt. 

Die kürzesten Abstände selbst sind po und q^. Es ist: 

^0 = — ^o9o = ^ = — ^,- (81) 

44. Es gibt unendlich viele Complexe, welche eine gegebene gerade 
Linie zur Axe haben. Jeder derselben ist durch eine seiner Linien vollkom- 
men bestimmt. Jede von zwei cx)njugirten Linien bestimmt also einen Com- 
plex, der die Axe des gegebenen auch zu der seinigen hat, auf welchem sie 
selbst liegt. Der Parameter des gegebenen Complexes ist mittlere Proportionale 
zwischen den beiden Parametern der beiden neuen Complexe. Alle Linien 
eines desselben haben solche Linien zu conjugirten, die auf dem anderen 
liegen. Wir können die beiden Complexe zwei Polar-Complexe in Bezug 
auf den gegebenen nennen. 

Das Vorstehende liefert in der von uns gebrauchten Darstellimgsweise 
eine Reihe einfacher Constructionen. Wenn der Complex 

,y + ^ = 
gegeben ist, können wir für jede gegebene gerade Linie die zugeordnete 
construiren, und, wenn die Axe des Complexes und ein System von zwei 
conjugirten Polaren gegeben ist, welches die Bedingungen erfüllt, die es nach 
der vorigen Nxmimer bei gegebener Complex -Axe zu befriedigen hat, den 
Complex vollständig bestimmen. 

Es seien D^ E imd F^ G die Projectionen einer gegebenen geraden Linie 
auf ¥Z und XZ (Fig. 6). Dann wissen wir , wenn OZ die Axe des Complexes 
ist, dass die entsprechenden Projectionen der conjugirten geraden Linie eben- 
falls durch E und G gehen, und es bleibt, zur Bestimmung dieser geraden 
Linie , nur noch übrig , die beiden Puncte D^ imd F^ zu suchen , in welchen 
ihre beiden Projectionen V imd X schneiden. Wir wollen noch in analoger 

Plücker, Geoinelrie. 7 
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Weise, wie früher, die 
Puncte, in welchen die 
gegebene gerade Linie die 
Coordinaten - Ebenen FZ 
und XZ trifft, durch Ao 
und Bn und deren Projectio- 
nen auf OF, bezüglich O.Y 
durch Jo und /f„ bezeich- 
nen. Es sei endlich der 
Complex - Parameter i — 
OK ^ — OK'. 

Man falle in der Figur 

von A" ein Perpendikel auf 

Das ei-ste Peiiwndikel schneidet OV in />", das 



H>,E, von K auf /«C 
zweite OX in /*". 

Man ziehe durch K luid A" zwei geiude Linien nach /, und Äi und 
fÄlle auf diese beiden Linien bezüglich von G und K zwei Perpendikel. Diese 
beiden Perpendikel schneiden OX imd OV in F'^ und />". 

Die beiden vorstehenden Consti*uctionen knüpfen sich unmittelbar an 
die ' Gleichxmgen (74). 

Es ist einerseits in Gemässheit der Constniction [§ 1. (34)]: 



" ijn taug ^„OZ 

^ = l-^ — ^' _„ _ 
^ * .)„ tang B^OZ 

imd anderei-seits [§ 1. (33)]: 
tang /""CO = 
ta.n\iJ)"EO = 



OA'- tang JoOy„ = OÄ'tang OKF" = OF", 
WA"- tangffoO//) = flA" tang öA"/>" = OJ)"; 



■ = — /■ Ol = 



0^ 



OF" 



(82) 
(83) 

(84) 

(85) 

Aus den vorstehenden Constructionen können wir andere sogleich ab- 
leiten, welche statt der Projectionen der zu bestimmenden geraden Linie 
unmittelbar die Puncte geben, in welchen sie die Coordinaten-Ebenen schneidet. 

Ebenso erhalten wir, wenn die beiden zugeordneten Polaren gegeben 
sind, unmittelbar den Complex-Parameter /c ^^ OK = — OK'. Es sind A" und 
Ä" die Kreuzungspuncte der Perpendikel, welche in den Dreiecken JaGF" 



Off,, ' 
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und HqED'^ von den Winkelpuncten auf die gegenüber liegenden Seiten ge- 
fallt werden köimen. 

Die Parameter der beiden Polarcomplexe , die wir durch /o und k^ 
imterscheiden wollen, ergeben sich immittelbar nach der früheren Nimamer. 
Man fälle durch Dq und D^ Pei-pendikel auf OBo und Ö^«, welche OZ m Kq 
und Ä'^ schneiden. Dami ist (Nr. 39): 

X-o = OKo, k' = OK^, (8G) 

wobei : 

OAo'OK^ = ÖK^. (87) 

45. Wenn der Parameter des Complexes k verschwindet, so imrti- 
cularisirt sich der Complex. Die Gleichung desselben: 

xy—xy = (88) 

zeigt, dass alle Linien des Complexes seine Axe schneiden. Die allgemeine 
geometrische Definition eines Complexes ersten Grades, dass dm-ch jeden Pimct 
des Raiunes imendlich viele Linien desselben gehen, die alle in derselben 
Ebene liegen, imd dass, entsprechend, jede den Baum dm-chziehende Ebene 
unendUch viele Linien desselben enthält, welche in demselben Puncte sich 
schneiden, behält, auch nach der Particularisation , ihre Geltimg. Nur schnei- 
den sich die Ebenen, welche beliebigen Puncten zugeordnet sind, alle in 
der Axe des Complexes, so wie die Puncte, welche beliebigen Ebenen zu- 
geordnet sind, alle auf dieser Axe liegen. Alle Durchmesser des Complexes 
fallen in seiner Axe zusammen. Jeder beliebigen geraden Linie ist die Axe 
zugeordnet. 

Wenn wir den Complex durch die allgemeine Gleichung: 

Ar + Bs + C—I)o + Eq + Fr] = 
darstellen, so erhalten wir, um auszudrücken, dass er in der fraglichen 
Weise sich particularisirt (vergl. auch Nr. 34), die Gleichung: 

AB'\- BE+ CF= 0*). (89) 



*) Wir sehen hier von dem Falle ab, dass D, E und F gleichzeitig verschwinden und somit: 

^ A D + nE+ CF 
Z>« + £* + F« 
unendlich gross wird. Der Grund dazu ist der folgende. Ein Complex mit unendlich gossem Para- 
meter, für dessen Gleichung wir die folgende nehmen wollen: 

{xy — xy) + kiz — z) = 0, 
enthält nur diejenigen Linien, welche der Ebene XF parallel sind oder die unendlich weit liegen. 

Die vorstehende Gleichung wird nUralich nur befriedigt, wenn man entweder hat: 

• -' — 

oder 

7* 
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Zur Bestimmung derjenigen Linien des Complexes, welche durch irgend einen 
gegebenen Punct (.r, y, z) gehen, können wir zwischen der allgemeinen 
Gleichung des Complexes und den Gleichungen: 

X = rz + 9j 

y = ,92 + 6, 

ry — sx = 7], 
welche ausdi-ücken , dass der gegebene Pimct auf der geraden Linie (r, s, q, ö, vj) 
liegt, Q, imd ^ eliminiren. In der resultirenden Gleichung: 

{A + Fy — Ez)r + {B — Fx + Dz)s + (C + Ex — Dy) =^ (90) 
bestimmen r und s die Richtimg der Ebene, welche dem Puncte {x, y, z) 
zugeordnet ist. Wenn die drei Gleichungen: 

A + Fy-Ez = Q, 

B— Fx + Dz = 0, (91) 

C + Ex— Dy = 
gleichzeitig befriedigt werden, was die Bedingungsgleichung (89) voraussetzt, 
so wird die Richtmig der zugeordneten Ebene unbestimmt. Dann ist der 
Rinct (.r, y, z) auf einer geraden Linie angenommen worden, deren drei 
Projectionen , wenn wir .r, y, z als veränderlich betrachten, durch die drei 
letzten Gleichungen dargestellt werden. Diese gerade Linie ist die Axe des 
Complexes. 

Ohne die beschränkende Bedingimgsgleichimg (89) stellen die vorstehen- 
den drei Gleichungen einzeln genommen diejenigen Ebenen dar, welche 
Pimcten entsprechen , die nach der Richtung der Coordinaten - Axen OX, OV, OZ 
unendlich weit liegen. 

Auf ähnliche Weise stallen die drei Gleichimgen: 

D + Cu — Bv = 0, 

E—Ct + Av = 0, (92) 

F+ Bt — Au = 



__ = (X) . 

m ^_^ m 

Für einen solchen Complex faUt also der BegrifiF der Axe als einer vollständig bestimmten geraden 
Linie fort, indem jede zu OZ parallele Linie auf diesen Namen mit gleichem K^cht« Anspruch macht. 
Denselben Complex können wir aber auch betrachten als einen Complex der besonderen Art, 
dessen Parameter gleich Null und dessen Axe in der Ebene Xy unendlich weit liegt. Darin liegt 
die Berechtigung, sobald die Bedingung: 

AD + fiE+CF=0 
erfüllt ist, allgemein von einem Complexe besonderer Art, dessen Parameter gleich Null ist, zu 
sprechen (vergl. Gleichimg (91) des Textes). 



- 53 - 

in den Coordinaten - Ebenen Y Z, XZ, X¥ die Puncte dar, welche diesen 
Ebenen zugeordnet sind. Diese drei Gleichungen bestehen gleichzeitig, wenn 
die Bedingungsgleichung (89) befriedigt wird. Dann liegen die drei Puncte 
in gerader Linie und sind diejenigen, in welchen die di-ei Coordmaten-Ebenen 
von der Axe des Complexes geschnitten werden. 

Die Bedingungsgleichung (89) besteht ungeändert, wenn wir den Complex 
als einen Axen-Complex betrachten und dem entsprechend durch die Gleichung : 

Dp + Eq + F— Ali + Bn; + Cco = 
darstellen. Aber es ist zu bemerken, dass diese Gleichung in dem besonderen 
Falle, den wir betrachten, dann illusorisch wird, wenn wir, wie wir es in 
dem Falle von Strahlen -Coordinaten gethan haben, die Axe des Complexes 
zu einer der drei Coordinaten - Axen nehmen. 

Wir können die Bedingungsgleichimg (89) dadm'ch befriedigen, dass wir 
von den Constanten der allgemeinen Complex-Gleichimg drei gleich Null setzen, 
imd erhalten vier wesentlich verschiedene Fälle , wenn wir nach einander für 
die verschwindenden Constanten: 

B, ß, F, A, B, C, C, D, E, A, B, F, 

wählen. Diesen vier Fällen entsprechen die folgenden Gleichimgen in Strahlen- 
und Axen -Coordinaten: 

Ar + Bs + C = 0,\ 

— Ax + B:t+ Coi = 0, j ^ ^ 
-Da+EQ + Fri = (),^ 

Dp + Eq+ F =0,f ^^^^ 

Ar + Bs + Fr] = 0, 1 

— Ax'\- B:t+ F = 0,j ^ ^^ 

C — Da + Eq = Oj \ 

C(o + Dp+ Eq = 0,] ^^^^ 

In dem Falle der Gleichimgen (93) liegt die Axe des Complexes, auf der 
alle Linien sich schneiden, imendlich weit; sie ist, wie alle Linien des Com- 
plexes, der durch die Gleichimg: 

Ax + Bt/ + Cz = (97) 

dargestellten Ebene parallel [vergl. die Note zu (89)]. 

Li dem Falle der Gleichungen. (94) steht die Axe des Complexes im 
Anfangspimcte auf der durch die Gleichung: 

I).z + Ey + Fz= (98) 

dargestellten Ebene senkrecht. 
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In dem Falle der Gleichlingen (95) ist die Axe des Complexes der Coor- 
dinaten-Axe OZ parallel und schneidet die Ebene XV in einem Puncte, der 
in dieser Ebene durch die Gleichung: 

Bt — Au-\- Fv = (99) 

dargestellt wird. 

In dem Falle der Gleichungen (96) endlich liegt die fragliche Axe in der 
Ebene XF und wird in dieser Ebene durch die Gleichung: 

C+ Ex — Dy = (100) 

dargestellt. 

46. Wir haben im Vorstehenden, indem wir die Axe eines Complexes 
zu einer der drei Coordinaten-Axen OZ, OF, OX genommen, die Gleichung 
desselben auf die folgenden einfachen Formen zurückgeführt: 

^ + ^ = 0, Q^/cs = 0, a — A'r = 0, 

in welchen ^ den Parameter des Complexes bedeutet. Der Anfangspunct kann 
hierbei auf der Axe des Complexes eine beliebige Lage haben und die beiden 
übrigen Coordinaten-Axen, unter der Bedingung, dass sie auf einander und 
auf der Axe des Complexes senkrecht bleiben, beUebig angenommen werden. 
Wir wollen nunmehr statt der Axe einen beliebigen der ihr parallelen Durch- 
messer des Complexes zur Axe OZ nehmen. Unbeschadet der Allgemeinheit 
können wir die Ebene FZ dm-ch den Durchmesser und die Axe legen. Den 
Abstand des Durchmessers von der Axe woUen wir durch y^ bezeichnen. 
Dann wu'd, indem wir (Nr. 14) 

Tj mit Tj + y ^ • /• 
vertauschen, derselbe Complex, welcher früher durch die Gleichung: 

ri + A = 
dargestellt Avm'de, nunmehr durch die Gleichimg: 

^ + y'^ + ^ = (101) 

dargestellt. Wenn wir hiemach , während die Axen Z imd F unverändert 
bleiben, die Axe OX in der Ebene XZ so drehen, dass sie, nach der 
Drehung, mit OZ einen Winkel ö bildet, so geben die Verwandlungsformeln 
(42) der 13. Nummer, indem wir in denselben / = d, y = schreiben, für 

r und Tj 
die folgenden Ausdrücke: 

r sin d r] sin d 

r cos d + l r cos d -j- I 

Setzen wir diese Ausdrücke in die Gleichung des Complexes ein, so kommt: 
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Tjsind + ffrsinö + k{r cos d + 1) = 0. (102) 

Es bedeutet 6 die Neigung der Ebene XY gegen die Axe OZ, also gegen 
die Durchmesserrichtung des Complexes. Bestimmen wir die Neigung durch 
die Gleichung: 

y^ sin d + X- cos d = 0, (103) 

so vereinfacht sich die Gleichung des Complexes in die folgende: 

^ + S^ = 0, (104) 

oder 

^ + X-' = 0, (105) 

indem wir 

^. = yt' (106) 

Sin o ^ ' 

setzen. Wir haben die Constante k den Parameter des (Komplexes genannt, 
wir können sie auch den Parameter der Axe des Complexes nennen und in 
diesem Sinne überhaupt von dem Parameter eines beliebigen Durchmessers 
sprechen und k' insbesondere als den Parameter des als Axe OZ genommenen 
Durchmessers bezeichnen. Unter allen Durchmessern eines 0)mplex€s hat 
die Axe den kleinsten Parameter. 

Indem wir den Complex durch die vorstehende Gleichung darstellen, 
beziehen wir ihn auf einen beliebigen seiner Durchmesser als Axe Z und 
nehmen eine beliebige zugeordnete Ebene dieses Durchmessers zur Ebene XF. 
Die beiden Axen OX und OY m dieser Ebene sind auf einander senkrecht 
geblieben, imd OY ist die Projection des Durchmessers auf die ihm zu- 
geordnete Ebene. 

Um also von dem beliebigen Durchmesser zur Axe zurückzugehen, 
brauchen wir blos diesen Durchmesser nach deqenigen Linie innerhalb der 
conjugirten Ebene, die auf dem Durchmesser senkrecht steht, zu verschieben, 
imd zwar um ein Stück: 

— y« = k' cos 6. 

Die Gleichung des Complexes, die wir auch imter der Form: 

{xy - xy) + k\z- z) = (107) 

schreiben können, bleibt unverändert dieselbe, wenn wir innerhalb der Ebene 
XY die rechtwinkligen Coordinaten - Axen beliebig drehen. Drehen wir sie 
aber von einander unabhängig so, dass sie nach der Drehung einen Winkel f 
mit einander machen, so haben wir: 



(.ry — .r» und rj 
mit 

(.i*y' — x'y) sin e und rj sin « 
zu vertauschen. Die Fonn der Complexgleichung bleibt also auch dann noch 
dieselbe : 

,j + r = 0, (108) 

wol^ei A\ir: 

J- = . ^'. ^ - r (109) 

sm £ sm £ siu ^ ^ 

setzen. Das ist die Gleichung des Complexes, wenn wir einen l>eUebigen 
Durchmesser, der mit seiner zugeordneten Ebene einen Winkel d bildet, als 
Axe (^Z nehmen und in der zugeordneten Ebene zwei beliebige Axen OÄ' 
und Or wählen, die den Winkel e einschliessen. 

Wir erhalten die entsprechenden Gleichungsformen: 

e + -.-iX— = 0, (y_-_^!L_ = 0, (110) 

^ ' sm sin £ ' sm ö sm £ ' v ^/ 

wenn wir statt Z nach einander X imd Y mit' der Axe des Complexes 
zasammenfallen lassen. 

47. Wir hal)en bisher in der Discassion der Complexe noch unerörtert 
gelassen, welchen Einfluss das Zeichen des Parameters auf die Natur der- 
sellxjn hat. Dem doppelten Zeichen dieses Werthes entsprechend erhalten 
wh' zwei wesentlich verschiedene Arten von Complexen ersten 
Grades. 

Wenn wir irgend eine gerade Linie, die \vir unter den Linien eines 
Comi^lexes auswählen , pai-allel mit der Axe des Complexes beliel)ig verschieben 
und um diese Axe beliebig drehen, so fällt sie in allen ihren neuen Lagen 
mit andern Linien des Complexes zusammen. Sie berührt hierbei fortwährend 
einen Rotationscy linder , dessen Axe die Axe des (Komplexes ist, imd dessen 
Kreisschnitte die kürzeste Entfernung der geraden Linie von der Axe des 
Complexes zum Kadius haben. Die den Cylinder berührende gerade Linie 
kann sich in Uebereinstimmung mit dem Gesagten mn den Cylinder so )^e- 
wegen, dass sie eine Cun'e umhüllt. Diese Curve ist dann eine auf 
dem Cylinder liegende Schraubenlinie. Wenn wir die Schraubenlinie 
um die Höhe eines Schraul)enganges auf dem Cylinder verscliieben , geben 
die Tangenten der Schraubenlinie in den verschiedenen Lagen dieser letzteren 
sämmtliche Complexlinien , welche den Cylinder l>erühren. 
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Es sei 

71 + A' lEi {ra — sq) -f- X* = 
die Gleichung des Complexes, 

y2 + ^.2 = Ä2 (111) 

die Gleichung eines Rotationscylinders , der die Axe des Complexes zu der 
seinigen, imd dessen kreisförmige Basis R zum Eadius hat. Dann ist eine 
gerade Linie, deren drei Coordinaten: 

r = 0, 9 = Ä, = (112) 

sind , eine Tangente des Cylindeis. Um aaszudrücken , dass sie dem Complex 
angehört, erhalten wir: 

Rs = A\ (113) 

Die gerade Linie liegt in einer der Coordinaten - Ebene FZ parallelen Ebene. 
Wenn ihre Prqjection auf FZ mit OZ einen Winkel X bildet, der eine posi- 
tive trigonometrische Tangente hat, so ist sie die Tangente einer dem Cy- 
linder aufgeschriebenen, rechtsgewundenen Schraubenlinie. Dann ist, in 
Folge der letzten Gleichung: 

IBs = ÄtangA = A, (114) 

der Parameterdes Complexes, ^, positiv. Wenn umgekehrt tang X 
negativ ist, ist die gerade Linie Tangente einer demselben Cylinder auf- 
geschriebenen linksgewundenen Schraubenlinie, und dann ist der Para- 
meter des Complexes, /% negativ. Aus der letzten Gleichung folgt 
aber, wenn wir in ihr für Ä beliebige positive Werthe setzen, dass alle 
Linien eines Complexes Tangenten rechtsgewundener Schraubenlinien sind, 
wenn eine Linie desselben eine rechtsgewundene Schraubenlinie berührt, so 
wie, dass alle Linien eines Complexes Tangenten linksgewundener Schrauben- 
linien sind, wenn eine Linie desselben eine linksgewundene Schraubenlinie 
berührt. Wir haben also zwei wesentlich verschiedene Arten der Complexe 
ersten Grades, die wir als rechtsgewundene und linksgewundene 
Complexe unterscheiden wollen. 

Wir können eijnen Complex ersten Grades auffassen als die 
Gesammtheit der Tangenten von Schraubenlinien, welche Ro- 
tationscylindern aufgeschrieben sind, deren Axen mit der Axe 
des Complexes zusammenfallen und deren Kreisschnitte Radien 
haben, welche von bis c» wachsen. Für denselben Complex 
sind alle Schraubenlinien gleich gewunden. 

Die Höhe der Schraubengänge, ä, ist für jeden Cylinder durch die Gleichung: 

Plttckcr, Geometrie. 3 
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bestimmt. Eliminii-en wii- X zwischen dieser Gleiehimg imd der vorhei'gehen- 
den, so kommt: 

h'A = 2.-r^^ (116) 

das heisst: für jeden Cylinder ist das Product der Höhe des 
Schraubenganges in den Parameter des Complexes der doppel- 
ten Fläche seiner Kreisschnitte gleich. 

48. Wenn wir einen Complex durch dig allgemeine Gleichung: 

Ar + Bs + C— Da + Bq + F= 

dai*stellen, so haben wii- für den Parameter desselben: 

, _ AI^ + BE+ CF 

~ ~ ff^ -{- E^ -\- F^ 

Der Oomplex ist also ein rechtsgewundener, wenn: 

AD + BE + CF> 0, (117) 

er ist ein linksgewundener, wenn: 

AD J^ BE + CF < 0. (118) 

Dem Uebergangsfalle 

AD + BE-\'CF= (119) 

entspricht, dass die Axe des Complexes von allen Linien desselben 
geschnitten wird (vergl. Nr. 45.). 

In zwei conjugirten Complexen sind die Werthe der Constanten k gleich, 
a))er von entgegengesetztem Zeichen. Die Schraubenlinien beider Complexe 
sind entgegengesetzt gewunden. Wir können von zwei conjugirten Complexen, 
um der Anschauung zu Hülfe zti kommen, jeden als das Spiegelbild des 
anderen l>etracht«n , wo})ei wir ims die El)ene des Spiegels senkrecht auf der 
gemeinsamen Axe der Complexe denken. 

In jedem Puncte des Raiunes schneiden sich zwei den beiden conjugirten 
Complexen angehörige, demsell)en Cylinder aufgeschriebene, entgegengesetzt 
gewundene Schraubenlinien. Die Tangenten der beiden Schraubenlinien in 
diesem Pimcte sind durch densell>en gehende Linien der beiden Complexe. 
Der Winkel, den sie mit einander bilden, ist 2{:r — X). Es ist aber: 

taug (.T — A) = y. (120) 

mithin die Tangente des Winkels, unter welchem die Linien der beiden 
Complexe sich schneiden: 
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tang 2{n — l) = -^zTri (121) 

Dieser Durchschnittswinkel nimmt mit dem Abstände des Punetes von der 
Axe des Complexes zu. Er geht, wenn 

k = R, 
durch einen rechten Winkel hindm-ch, und wii*d, wenn R dann femer noch 
wächst, inomer grösser, für R = oo der Gränze ^ sich annähernd. 

Durch jeden gegebenen Punct geht nur eine einzige Schraubenlinie eines 
Complexes. Die Tangente dieser Schraubenlinie in dem gegebenen Puncte 
ist eine Linie des Complexes und liegt demnach in der diesem Puncte ent- 
sprechenden Ebene. Durch eine zweite, durch den gegebenen Punct gehende, 
dem Complex angehörige gerade Linie ist diese Ebene vollkommen bestimmt. 
Eine solche finden wir in der consecutiven Tangente derselben Schrauben- 
linie. Die Ebene, welche die beiden Tangenten enthält, ist die Osculations- 
Ebene der Schraubenlinie in dem gegebenen Puncte. 

Die Osculations-Ebene einer Complex-Schraubenlinie in* 
einem ihrer Puncte ist die diesem Puncte entsprechende Ebene. 

Die Bestätigung dieses Satzes finden wir darin, dass beide Ebenen 
einerseits durch die Tangente der Schraubenlinie in dem gegebenen Puncte, 
andererseits durch dasjenige Perpendikel, welches von diesem Puncte aus 
auf die Axe gefällt werden kann, gehen. 

Wenn ein Punct auf einer von zwei zugeordneten Polaren fortrückt, 
so entspricht demselben in jeder Lage eine Schraubenlinie imd eine Oscula- 
tions-El)ene derselben , die fortwährend durch die andere Polare geht. Ist 
die -gerade Linie die Seite eines Cylinders, dem Schraubenlinien des Com- 
l^lexes aufgeschrieben sind, mit andern Worten, ein Durchmesser des Com- 
plexes, so werden die entsprechenden Osculations-Ebenen unter sich parallel 
imd sind dem Durchmesser zugeordnete Ebenen , in welchen die dem Durch- 
messer zugeordnete Polare unendlich weit liegt.*) 

49. Ich schliesse diese Untersuchungen über Complexe ersten Grades 
mit einigen allgemeinen Bemerkimgen. 

So wie wir aus geraden Linien Polygone bilden können, deren Winkel- 



*) Wir haben «die Constanten in der allgemeinen Gleichung eines Complexes und demnach 
auch k immer reell genommen. Wenn wir aber mehrere Complexe zusammenstellen, verlangt die 
Allgemeinheit der Unterj^uchung, dass wir auch Complexe mit imaginären Constanten berück- 
sichtigen. 

8* 
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puncte in einer gegebenen Ebene liegen, und köi'perliche Ecken, deren Ebe- 
nen durch einen gegebenen Punct gehen, so können wir auch aus Linien 
eines Complexes ersten Grades gleichzeitig räumliche Polygone imd Polyeder 
bilden, welche sich entsprechen. Die Seiten des räumlichen Polygons sind 
Kanten des Polyeders. In den Winkelpuncten des Polygons schneiden sich 
zwei auf einander folgende Seiten desselben, die Ebene, welche dm-ch zwei 
solche Seiten geht, ist die in dem Complexe dem Winkelpuncte entspre- 
chende Ebene und eine Fläche des Polyeders. Die gegenseitigen Beziehungen 
zwischen Polygon und Polyeder sind die bereits in der Note zm- 29. Nummer 
besprochenen. 

Wir wollen ein räumliches Polygon, dessen Seiten Linien des Complexes 
sind, ein Complex-Polygon, das entsprechende Polyeder ein Complex- 
Polyeder nennen. 

Um ein Complex-Polygon zu beschreiben, nehmen wir eine Linie des 
Complexes und auf ihr einen ersten Winkelpunct des Polygons an. Wie in 
der Ebene durch einen Punct imendlich viele Linien der Ebene gehen, so 
gehen auch im Complexe durch einen Punct imendlich viele Linien des 
Complexes. Auf einer durch den ersten Winkelpunct des Polygons gehenden 
Complex-Linie nehmen wir den zweiten Winkelpimct, auf einer durch diesen 
gehendenden Complexlinie den dritten an imd so fort. Um das Polygon zu 
schliessen, legen wir durch den zuletzt bestimmten Punct die diesem Puncte 
in dem Complexe entsprechende Ebene. Dieselbe schneidet die erste Complex- 
Linie in einem Puncte. Die Linie, welche beide Puncte verbindet, ist eine 
Linie des Complexes und schliesst das Polygon. Ein Complex-Polyeder kön- 
nen wir aus dem entsprechenden Complex-Polygon ableiten, oder auch, in 
analoger Weise wie dieses, direct constniiren. Zu diesem Ende betrach- 
ten wir eine gegebene Complex-Linie als Kante des Polyeders und legen 
durch diese Kante die erste Fläche desselben, durch eine beliebige Complex- 
Linie in dieser Ebene legen wir die zweite Fläche, durch eine beliebige 
Complex-Linie in der letzteren die dritte, und so fort. In der zuletzt 
bestimmten Polyederfläche bestimmen wir den, im Complexe, derselben ent- 
sprechenden Punct. Diejenige Ebene, welche durch diesen Punct und die 
erste Complex-Linie geht, schliesst das Polyeder. 

Die Seiten eines Complex-Polygons sind gleich orientirt — das heisst, 
sie sind Tangenten gleichgewundener Schraubenlinien und das hat eine 
characteristische Aufeinanderfolge der Eckpimcte desselben zur Folge. Die 
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Flächen eines Complex-Polyeders , durch zwei orientirte Kanten desselben 
gehend, sind in gleichem Sinne gedreht. Polygone und Polyeder können 
wir, je nachdem sie rechts- oder linksgewundenen Complexen angehören, 
fftr sich selbst als rechts- oder linksgewimdene bezeichnen. Das Spiegelbild 
— wir bedienen uns der früheren Anschauimgsweise und nehmen wiederum 
die spiegelnde Fläche auf der Complex-Axe senkrecht — eines Complex- 
Polygons oder Complex-Polyeders gehört dem conjugirten Complexe an und 
ist entgegengesetzt gewunden. 

50. Durch eine in der Ebene continuirlich sich bewegende gerade Linie 
wii'd eine ebene Curve umhüllt, durch eine gerade Linie, welche um einen 
ihrer Puncte sich dreht, eine Kegelfläche beschrieben. Durch eine conti- 
nuirlich sich bewegende gerade Linie, die in allen ihren Lagen einem gege- 
benen Complexe angehört , wird eine räumliche Curve umhüllt, während von 
derselben gleichzeitig eine Abwickelungsfläche beschrieben wird. Jene 
bezeichnen wir als eine Curve, diese als eine Abwicklungsfläche des 
Complexes ersten Grades. 

Wir können jeder gegebenen Fläche imendlich viele Ciu^en in einem 
gegebenen Complexe aufschreiben. Durch jeden gegebenen Punct der 
gegebenen Fläche geht eine solche Coinplex-Curve. Die Tangente der Complex- 
Curve in diesem Puncte ist diejenige gerade Linie, in welcher die in dem 
Complexe dem gegebenen Puncte entsprechende Ebene und die Tangential- 
Ebene der Fläche in diesem Puncte sich schneiden.*) 

Es gibt, um in einem Worte Alles zusammenzufassen, wie es eine 
Geometrie der Ebene gibt, auch eine Geometrie der Complexe 
ersten Grades. 



*) Um die allgemeinen Betrachtungen des Textes durch ein einfaches Beispiel zu veranschau- 
lichen, wollen wir als Oberfläche eine Kugel nehmen, deren Mitteipunct in die Axe des Complexes 
fällt, und deren Radius R ein beliebiger ist. Die dieser Kugel aufgeschriebenen Complex-Curven 
bilden ein System von Loxodromen, welche die Meridiane der Kugel unter einem Winkel X schnei- 
den, der durch die Gleichung: 

k 



tang ^ = ^ 



gegeben ist. 
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= 0, \ 

A.xen-Coordinaten : 

0, I 

0. I (2) 



»2. 

Die Gongruenzen zweier linearer Gomplexe. 

51. Die zusammenfallendeii Linien zweier Linien-Complexe des ersten 
Grades bilden eine Linien-Congruenz. Wir köimen die Linien einer 
Congruenz als Strahlen imd als Axen betrachten und, dem entsprechend, die 
Congruenz in zwiefacher Weise darstellen, einmal durch das System zweier 
Gleichungen in Strahlen - Coordinaten : 

Si ^Ar + Bs + C — Do + Eq + Fri = 0, 
£i _-T Ar + ffs+C — Dg + Eq + F' ^] 
das andere Mal durch das System zweier Gleichungen in Axen-Coordinaten : 

r/i = Dp + Eq + F — Ak + Bn + f « = 0, 
*' — Dp + /;> + F' — Äk + B^n^ Ccü 

52. In jedem der l)eiden Complexe, durch welche die Congruenz be- 
stinmit wh'd, gehen durch einen gegel^enen Punct unendlich, viele Linien, 
die in der dem Puncte entsprechenden Ebene liegen. Die Durchschnittslinie 
der leiden dem gegebenen Puncte entsi)rechenden Ebenen ist die einzige 
Linie, welche durch diesen Punct geht und l)eiden Complexen zugleich, also 
der Congruenz angehört. Dm-ch jeden Punct des Raumes geht eine ein- 
zige gerade Linie, von der wir sagen, dass sie, in der Congruenz, dem 
Puncte entspreche. 

In jedem der beiden Comj^lexe liegen innerhall) einer gegebenen Ebene 
unendlich \aele Linien, die in dem der Ebene entsprechenden Puncte sich 
schneiden. Diejenige gerade Linie, welche in der gegel^enen El)ene die Ijei- 
den entsprechenden Pmicte verbindet , ist die einzige , welche in dieser Ebene 
liegt und beiden Complexen zugleich, also der Congruenz angehört. In jeder 
den Ramn durchziehenden Ebene liegt eine einzige gerade Linie, von 
diT wir sagen, dass sie, in der Congruenz, der Ebene entspreche. 

Die l)eiden vorstehenden Relationen, von welchen eine die nothwendige 
Folge der anderen ist, können wir als die geometrische Definition 
einer Congruenz linearer Complexe ansehen. 

53. Bei der Bestimmung idner Congiiienz können wir die beiden ge- 
gebenen Complexe : 

i2 = 0, sy = 0, 

durch irgend zwei ändert» ersetzen, welche, l>ei l)eliel)iger Annahme des 
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unbestimmten Coefficienten (t, durch die folgende Gleichung: 

Si + tiSi' = (3) 

dargestellt werden, und dürfen dabei auch 4> und 0' an die Stelle von Si 
und i2' setzen. Wir sagen, dass alle Complexe , welche durch die vorstehende 
Gleichung dargestellt werden, und von welchen je £wei die Congruenz be- 
stimmen, eine zweigliedrige Gruppe linearer Complexe bilden. 

54. Wir erhalten nach der 31. Nummer für die durch den Anfangspunct 
der Coordinaten gehenden Hauptschnitte der Complexe (3) die Gleichimg: 

Da: J^ Ey -^ Fz ^ \i{D' x + Ey + F z) = 0, (4) 

imd diese Gleichung wird für beliebige Werthe von fc befriedigt, wenn 
gleichzeitig : 

Dx + Ey + Fz = 0, 

D'x + Ex + Fz = 0. ^^^ 

Da der Anfangspunct der Coordinaten von vornherein willkürlich angenommen 
ist , so ist hiermit ausgesprochen , dass in allen Complexen einer zweigliedrigen 
Gruppe, welchen die Congruenz angehört, die durch irgend einen g^ebenen 
Punct gehenden Hauptschnitte in derselben geraden Linie sich schneiden. 
Daraus ergibt sich, weil die Durchmesser eines Complexes auf den Haupt- 
schnitten desselben senkrecht stehen, der folgende Satz: 

DieDurchmesser aller Complexe einer zweigliedrigen Gruppe 
sind derselben Ebene parallel. 

55. Zur Bestimmimg der Kichtungen der Durchmesser erhalten wir die 
folgende Doppelgleichung: 

D + [iI/ E + iifT F + (iF'' ^^^^ 

und, wenn wir die Richtungs - Constanten r und s einführen: 

Eliminiren wir zwischen diesen Gleichungen ^, so finden wir: 

{E'F— EF')r — {D'F— DE)s + {DE— DE) = 0. (8) 

Durch diese Gleichung ist die Richtung der Ebene bestimmt, welcher die 
Durchmesser aller Complexe parallel sind. Indem wir für /• und s einsetzen 

X ti 

— und ^y erhalten wir die Gleichimg: 

/Cr £> 

{E'F— EF')x — {D'F— nF)y + {ff E — DE')z = 0, (9) 

welche in gewöhnlichen Punct - Coordinaten die durch den Anfangspunct 
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gehende Ebene von der bestimmten Richtung darstellt, und hiernach zur 
Bestimmimg der auf dieser Ebene senkrechten Richtung die Doppelgleichung : 

^ y ^ ^ /im 

EF—EF D'F—DF' DE— DE'' ^^^' 

Wenn wir der Axe OZ diese Richtmig geben, so verschwinden F und F' und 
in den Complex - Gleichimgen (1) wird: 

a^Ar -}^ Bs + C — l)a + Eq = 0, ^^ 

i2' :^ A'r + ^.y + r — Da + E'q = 0. 

Dann sind die Dm'chmesser sämmtlicher Complexe der Gruppe (3) der Ebene 
XY parallel. 

56. Wenn eine der folgenden drei Bedingungs - Gleichungen : 
DE— DE' = 0, D'F—DF = 0, FF—EF^O (12) 

besteht, so liegt die gerade Linie, in der die durch den Anfangspunct gehen- 
den Hauptschnitte aller Complexe der Gruppe sich schneiden, bezüglich in 
einer der drei Coordinaten - Ebenen XFy XZ, FZ, Die Durchmesser sämmt- 
licher Complexe sind dann einer Ebene parallel , welche bezüglich durch Z, 
OF, OX geht. Werden die drei Bedingungsgleichimgen (12) gleichzeitig l)e- 
friedigt, so löst sich der Widerspruch , dass eine Ebene gleichzeitig den drei 
Coordinaten -Axen parallel wird, dadurch, dass jede Bestimmung über diese 
Ebene fortfallt. Dann befindet sich unter den Complexen der Gruppe (3) 
einer, entsprechend: 

_ _ D _ _ ^ _ _ ^ 
'* "" D' ~ F ~ f" 

für dessen Gleichung wir die folgende nehmen können: 

{ÄD — AD')r + (BD — BD')s + {CD — CD) = 0. (13) 

Alle Linien dieses Complexes sind der durch die Gleichung: 

{ÄD — AD')x + {B'D — BD')y + {CD — Cff)z = (14) 

dargestellten Ebene parallel. Die Congruenz ist in diesem Falle dadurch 
particularisirt , dass ihre Linien, weil sie sämmtlich auch diesem Complexe 
angehören, der eben bestimmten Ebene parallel sind. Dabei werden 
die Axen sämmtlicher Complexe der zweigliedrigen Gruppe einander parallel, 
wie aus der Doppelgleichimg (10) zu ersehen ist. Wir wollen solch eine 
Congruenz als eine parabolische bezeichnen. Von den folgenden Betrach- 
tungen schliessen wir sie aus mid unterwerfen sie später (Nr. 75) einer l>e- 
sonderen Discussion. 
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Dieser Fall tritt insbesondere auch dann ein , wenn F und /" verschwin- 
den, und überdies: 

DE— DE' = 0. (15) 

57. Wenn wir den Anfangspunct der Coordinaten in irgend einen Punct 
(0,0, yo) verlegen, so wird das constante Glied in der Gleichung der Comi^lex- 
gruppe (3): 

{C + Ex^ — Dl/0) + ^e(r + E\vo — D'if). 
Dieses Glied fällt also aus, wenn der neue Anfangspunct in der Ebene XY 
auf der durch die Gleichung: 

(C + Ex - Dy) + fi(r + F/x - D'y) = * (Iß) 

dargestellten geraden Linie angenommen wird. Nehmen wir für diesen Punct 
den Durchschnitt der beiden geraden Linien: 

C + Ex - Dy = 0, \ ,j^. 

Cj^E'x — D'y = 0, J 
so verschwindet aus der Gleichung aller Complexe der Gruppe das constante 
Glied. Dann kommt: 

Sl = Ar + Bs — Da + Eq = 0, "i .^^. 

ß' = Ar + ITs — D'ö + /;'o = 0. 1 



'^ ~ ^' l (20) 

"z = 0. j ^ 



Wir haben überhaupt für die allgemeine Gleichung derjenigen Ebenen, 
welche in den verschiedenen Complexen der Gruppe (3) dem Anfangspuncte 
entsprechen (Nr. 32.): 

Ax J^ By + Cz + ii{Äx + B'y + C z) = 0, (19) 

imd diese Gleichung wird, unabhängig von dem jedesmahgen Werthe von fi, 
befriedigt, wenn gleichzeitig: 

Ax + By + Cz =0, 
A\v + B'y + C 

Alle dem Anfangspimcte entsprechenden Ebenen schneiden sich also q-uf der 
durch die beiden Gleichungen dargestellten geraden Linie, und da der An- 
fangspunct von vorneherein willkürlich angenommen ist, gelangen wir zu 
dem folgenden Satze: 

In den Complexen einer zweigliedrigen Gruppe entsprechen 
einem gegebenen Puncte Ebenen, welche in derselben Linie 
sich schneiden. 

Dieser Satz ist unmittelbar durch die Zusammenstellung der 52. und 
53. Nmnmer gegeben. 

Wenn C und C verschwinden, schneiden sich die Ebenen, welche in 

Plückcr, Geometrie. 9 
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den verschiedenen Complexen der zweigliedrigen Gruppe dem Anfangspuncte 
entsprechen, auf der Axe OZ. 

58. Wenn gleichzeitig /'und/", Cund C verschwinden, wird OZ eine 
gemeinschaftliche Linie aller Complexe und also eine Linie der Congruenz, 
welche von den Axen aller Comidexe geschnitten wird (vergl. Nr. 31.). 

In jeder Congruenz gibt es, im Allgemeinen, eine einzige 
und vollkommen bestimmte gerade Linie, welche von den Axen 
sämmtlicher Complexe der zweigliedrigen Gruppe, durch welche 
die Congruenz bestimmt ist, geschnitten wird. 

Diese gerade Linie , welche zur Congruenz eine ausschliessliche Beziehung 
hat, wollen Mrir die Axe der Congruenz nennen. Indem wir die Functions- 
Bestimmung der Gleichungen (18) zu Grunde legen, nehmen wir die Axe 
der Congruenz zur Axe OZ. 

Wenn die Bedingungs-Gleichung 

DE— DE' = 
besteht, kann die Congruenz im Allgemeinen nicht mehr durch das System 
der beiden Gleichungen (18) dargestellt werden. Einmal können F und /" 
nicht ausfallen. Denn die durch den Anfangspunct gehenden Hauptschnitte 
aller Complexe der zweigliedrigen Gruppe schneiden sich, wenn die obige 
Bedingungs - Gleichimg befriedigt wird, auf einer in der Coordinaten- Ebene 
liegenden geraden Linie, deren Gleichimg die folgende ist: 

Die Dm-chmesser imd insbesondere die Axen aller Complexe der Gruppe sind 
nach der 54. Nummer einer Ebene parallel, welche auf dieser Linie senk- 
recht steht. Hiemach kann die Ebene XY den Durchmessern, im Allgemeinen, 
nicht parallel sein, und daher die Unmöglichkeit des Verschwindens von F 
und F . Erst wenn 

p _ ^ ^ 

D' ~ E ~ F'' 

das heisst , in dem Falle der parabolischen Congruenz , tritt diese Möglichkeit 
dadurch wieder ein, dass die Gleichungen (5) identisch werden und, dem 
entsprechend, alle durch den Anfangspunct gehenden Hauptschnitte in der- 
selben Ebene zusammenfallen. Alle Complex-Axen stehen dann senkrecht 
auf dieser Ebene und sind demnach , in Uebereinstimmung mit der 56. Num- 
mer, unter einander parallel. Es braucht also nur, damit /'imd /" ausfallen. 
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die Ebene XF so genommen zu werden, dass sie selbst auf der fraglichen 
Ebene senkrecht steht, oder was dasselbe heisst, die Axe OZmuss in dieser 
Ebene liegen, kann aber in derselben jede beliebige Richtimg haben. 

Aber auch C und C können, wenn die obige Bedingungs-Gleichung be- 
steht, im Allgemeinen nicht gleichzeitig ausfallen. Dann wird nämlich 
innerhalb X¥ die Verlegung des Anfangspimctes der Coordinaten, wodurch 
dieses Ausfallen bedingt wird, illusorisch imd zwar dadurch, dass die beiden 
geraden Linien (17), in deren Durchschnitt der neue Anfangspunct liegt, 
parallel werden. (Es kommen hierbei die Werthe von F und F' nicht in 

Betracht.) Nur wenn gleichzeitig 

0_ _ D _ E^ 

0' ~ D ~ E' ' 

und in Folge davon die beiden geraden Linien (17) in eine einzige zusammen- 
fallen , können C imd C wiedenmi durch Verlegxmg des Anfangspimctes fort- 
geschafft werden, und zwar können wir zu diesem Ende jeden beliebigen 
Punct der geraden Linie 

zum neuen Anfangspuncte der Coordinaten nehmen. Wir werden dem Falle, 
dass die beiden geraden Linien (17) in eine einzige zusammenfallen, später 
(Nr. 75) begegnen imd dann sehen, dass dieses Zusammenfallen in einer 
besonderen Lage der Congruenz gegen das Coordinaten-System seinen Grund hat. 
59. Wenn eine einzelne der di*ei Bedingungen: 

ÄB — AB' = 0, ÄC—AC = 0, jrC—BC' = (21) 

befriedigt wird , so liegt diejenige gerade Linie , in welcher alle dem Anfangs- 
puncte entsprechende Ebenen sich schneiden, bezüglich in den Coordinaten- 
Ebenen X F, XZ, FZ. Wenn gleichzeitig zwei dieser Gleichungen und , in 
Folge davon, alle drei befriedigt werden, so gibt es unter den Complexen 
der Gruppe (3), entsprechend: 

_ _^ _ _ B_ C^ 

f*^ "~ a: ~ e ~ (f' 

einen, dessen Linien sich sämmtlich auf seiner Axe schneiden, und diese 

Axe geht durch den Anfangspunct. Für die Gleichimg desselben können mr 

— {ÄD — Aiy)iS -f {ÄE — AEr)Q + {ÄF— AF)ri = (22) 

nehmen. Diesen Bedingungen wird entsprochen, wenn C und C verschwinden 

und gleichzeitig: 

ÄD— AD' = 0. (23) 

9* 
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Dann liegt die Axe des Complexes, welche durch den Anlangspunct geht, in 
der Ebene YZ. 

Wenn zugleich C und f, F und F' verschwinden und zugleich die 
Bedingung (23) erfilllt wird, fällt die Axe des Complexes mit der Coordinaten- 
Axe Y zusammen. Die Discussion dieser Fälle wird ihre Erledigung später 
(in Nr. 76.) finden. 

60. Die Complexe il und iÜ sind irgend zwei, welche wir beliebig aus 
der Complex - Gruppe (3) genommen haben. Unter den unendlich vielen 
Complexen der Gruppe befinden sich aber im Allgemeinen solche, die von 
einer Constanten weniger abhängen und deren sämmtliche Linien die Axe 
schneiden (vergl. Nr. 45.). Bei der Bestimmimg dieser Complexe wollen wir 
die Functions-Bestimmimg (18) zu Gnmde legen, w^as, nach dem Vorstehen- 
den, mit Ausnahme des Falles, dass die Bedingungsgleichungen (12) zu- 
gleich l^estehen, immer gestattet ist. Dann schneiden alle Axen der Com- 
plexe, die nunmehr durch die Gleichung: 

(/Ir + Bs — D6 + Eq) + ft {Ar + ffs— D' a + E'q) = (24) 
dargestellt werden , Z unter rechtem Winkel. 

Wenn der einem beliebigen Werthe von fi entsprechende Complex von 
der bezeichneten Art ist, erhalten wir nach der 45. Nmnmer für die Glei- 
chungen der drei Projectionen seiner Axe die folgenden: 

{A — Ez) + j£ (J' — Ez) = 0, (25) 

{B + Dz) + f£ (ff + D'z) = 0, (26) 

{Ex- Dy) + ,£ {E\x- D'y) = 0. (27) 

In einem solchen Complexe ist die einem Puncte des Raumes entsprechende 
Ebene diejenige, w^elche durch den Punct und die Axe des Complexes, in 
die alle Durchmesser desselben zusammenfallen (Nr. 45), sich legen lässt. 
Die Gleichung der dem Anfangspuncte entsprechenden Ebene ist bei unserer 
Annahme der Coordinaten-Axen die folgende: 

{Ax + By) + \i (yl'^r + ffy) = 0. (28) 

In dieser Ebene liegt also die Axe des Complexes. 

Wenn wir durch (.r, y, z) irgend einen Punct der Axe eines der zu 
bestimmenden (Komplexe, die wir auch dadurch definiren können, dass ihre 
Parameter gleich Null sind, ausdi-ücken, so bestehen zwischen diesen Coordi- 
naten gleichzeitig die vorstehenden vier Gleichimgen. Eliminiren wir Z 
zwischen (25) und (26), so erhalten wir: 

{A + ,1/0 (^ + f'-^>') + (^ + f^^OC^^ + ft^') = 0. (29) 
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Dieselbe Gleichung hätten wir dureh Elimination von ■ - zwischen (27) 

»1/ 

und (28) erhalten. Sie drückt aus, dass der Parameter des Coraplexes ver- 
schwindet (Nr. 38.). Wir hätten sie von vorneherein aufstellen können. 

61. Die letzte Gleichung wird, wenn wir entwickeln: 

{jt D' + ff E)ii^ + [{Ä D -{- AD') + {B' E + E ir)\ii + {AD + E B) = 0. (30) 
Bezeichnen wir die beiden Wurzeln dieser Gleichung durch ^i^ und f£o, so 
konrnit: 

^ [ÄD + AD') + [B'E +BE:) 

, ^ .^ l[ÄD - AD') + [B'E - BEf)1^-Jt[ÄB - AB', [DE - DE') 

Es gibt also in der Complexgruppe : 

ß + ftß' = 
zwei Complexe von der besonderen Art, dass in jedem dei'selben die Linien 
auf einer festen Linie, der Axe, sich schneiden. Je nachdem die beiden 
Werthe von ft^ und fCo reell oder imaginär sind, sind es auch die beiden 
Complexe und ihre Axen. Wir wollen die Axen der so bestimmten beiden 
Complexe die beiden Directricen der Congruenz nennen. 

Alle Linien einer Congruenz schneiden die Directricen der- 
selben. 

62. Nach dem in der vorigen Nummer gewonnenen Resultate köni;ien 
wir nunmehr eine Congruenz dadurch geometrisch definiren, dass sie die 
Gesammtheit aller Linien ist, welche zwei gegebene feste gerade Linien 
schneiden. Die gerade Linie, welche in der Congruenz einem gegebenen 
Puncte entspricht, ist hiemach diejenige, welche durch den gegebenen 
Punct geht und die beiden Directricen schneidet, die gerade Linie, welche 
einer gegebenen Ebene entspricht, diejenige, welche in der g^ebenen 
Ebene die Durchschnittspuncte derselben mit den beiden Directricen ver- 
bindet. 

63. Wenn wir zwischen den beiden Gleichungen (25) und (26) ft elimi- 

niren, so kommt: 

A - Ez _ B-^ D z 

Ä - E'z ~ B'+ Dz ' ^^^^ 

und, wenn wir entwickeln: 

{DE — D E') z^ + [{ÄD — AD') + {B'E— B E')] z + {AB — AB') = 0. (34) 
Durch die beiden Wurzeln dieser Gleichung sind die Ebenen bestimmt, in 



— 70 — 

welchen die Directricen der Congruenz liegen, und somit die Puncte, in 
welchen OZ von den beiden Directricen geschnitten wird. 

Wenn wir zwischen den beiden Gleichungen (27) und (28) (i eliminiren, 
so kommt: 

Ex — D'xj ~ Äx^B'y ^^^^ 

Die beiden Werthe, welche diese Gleichung für — gibt, sind die trigono- 

metrischen Tangenten derjenigen Winkel, welche die beiden Dii*ectricen der 
C!ongruenz in den eben bestimmten Ebenen mit der Richtung von Abmachen. 
Setzen wir: 

-- = tang #, 

indem wir diesen Winkel % nennen, so ergibt sich, indem wir entwickeln: 
{jrD—Bß')taxig^»+[{yl'I)—AD') — {B'ß—BE')] tang» — {ÄE—AE") = 0. (36) 

64. Durch das Zusammenfallen der geraden Linie, welche die beiden Direc- 
tricen der durch (3) bestimmten Congruenz rechtwinklig schneidet, mit der Coor- 
dinaten-Axe OZ haben die Gleichungen der beiden Complexe Si und Si\ die wir 
beliebig aus der zweigliedrigen Gruppe ausgewählt, die folgende Form erhalten: 

Ar + Bs-Da + EQ = 0, 1 

j> + ß's— D'a + E'q = 0. j ^ ^ 

Wir können noch neue Constante aus dem System der beiden Gleichungen 
fortschaffen. 

Derjenige Punct, welcher auf der Axe 0^ in der Mitte zwischen den 
beiden Directricen liegt, soll der Mittelpunct der Congruenz, der hall3e 
A1>stand der beiden Directricen von einander die Constante derselben 
heissen. Legen wir dann die Ebene ÄF durch den Mittelpimct der Con- 
gruenz, so gibt die Gleichung (34): 

(ÄD — A/y) + {ffE — BE) = 0, (38) 

und hiemach, wenn wir die Constante der Congruenz mit J bezeichnen: 

j = t/ZTJJ^ZjK. (39) 

V UfE-DE ^ ' 

Weil der FaU 

Z^'A'— ßß' = 

von der Discussion einstweilen ausgeschlossen ist, erhält J immer einen 

endlichen Werth. 

Die Richtimg der lM?iden Coordinaten-Axen ist l)isher unbestimmt ge- 

l)liel)eu. Bestimmen wir noch nachträglich diese Richtung so, dass sie den 
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Winkel halbiren, welchen die Kichtungen der beiden Directricen mit ein- 
ander bilden — was auf zwiefache Weise geschehen kann — so gibt die 

Gleichung (36): 

{ÄD — AD) — {ffE— BK) = 0, (40) 

und für die trigonometrischen Tangenten der Winkel, welche die Richtungen 
der beiden Directricen mit OX bilden: 

tang » = + /:^-:-|^ . (41) 

Wenn wir den Axen OX und OY die eben bezeichnete Richtung geben 
und gleichzeitig den Anfangspunct im Mittelpuncte der Congruenz annehmen, 
bestehen die beiden Bedingungsgleichungen (38) und (40) zugleich und können 
dann durch die folgenden beiden ersetzt werden: 

ÄD — AD' = 0, (42) 

RE — BK = 0. (43) 

Die beiden Coordinaten-Axen in der so bestimmten Lage wollen wir die 
beiden Nebenaxen der Congruenz nennen. Sie liegen in der Central- 
ebene der Congruenz und halbiren die Winkel, welche die beiden Projectio- 
nen der Directricen auf diese Ebene mit einander bilden. 

65. Bei dieser Coordinatenbestimmung ergibt sich: 

tang » - + /:-^- - + /~g . ,46) 

Eine Congruenz ist durch ihre beiden Directricen in linearer Weise bestimmt, 
und hängt somit von acht von einander unabhängigen Constanten ab. Von 
diesen finden sich sechs in der Annahme des Coordinaten-Systems wieder, 
welches dadurch , dass wir die Hauptaxe und die beiden Nebenaxen der 
Congruenz zu Coordinaten-Axen nehmen, vollkommen bestimmt ist. Die zur 
weiteren Bestimmung der Congruenz dienenden beiden Complexe (37) hängen 
noch von sechs unabhängigen Constanten, die in ihren Gleichungen auftreten, 
ab. Die Anzahl derselben reducirt sich in Gemässheit der beiden Bedingungs- 
gleichungen (42) und (43) auf vier. Unter diesen vier Constanten sind noch 
zwei überzählige , was seine Erklärung darin findet , dass wir imter den Com- 
plexen der zweigliedrigen Gruppe: 

Sl -f ft^' = 
nicht zwei ausgezeichnete, sondern zwei willkürliche, entsprechend ii = 
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lind (I = 3o, £i lind £i\ zur Bestimmung der Congruenz ausgewählt haben. 
Zwei ausgezeichnete Complexe der Gruppe sind aber diejenigen beiden , welche 
die beiden Directricen zu Axen haben, das heisst, deren Parameter gleich 
Null ist. Nehmen wir diese beiden Complexe für £i und *ö', so ergeben sich 
die beiden neuen Bedingungs-Gleichungen: 

Aß + BE = 0, '(46) 

Äß' + ITE' = 0. (47) 

Dann bleiben also zur Bestimmimg der Congruenz neben den sechs Con- 
stanten der Lage noch zwei Constante übrig. Die Anzahl der Constanten 
ist auf die nothwendige, auf acht, reducirt. 

GG. Die oben entwickelten Ausdrücke (31) und (32) werden in der neuen 
Coordinaten-Bestimmung : 

^ Aff + BE' 

(j|0 _ ^,,)2 = _ 4. [Äif+-WE^ ^- (^^> 

Die beiden Wurzeln (i^ und (£o sind reell, wenn: 

{AB — AB^{D'E — DE') < 0, (50) 

und imaginär, wenn 

(AB — AB) (/TE — DE) > 0. (51) 

Der vorstehende Ausdruck lässt sich in Gemilssheit der Bedingungs-Gleichungen 
(42) und (43) imter der folgenden Form schreiben: 

Die Realität' der l^eiden Wurzeln hängt also davon ab, ob die Producta 

A'B'D'E' und AB/JL\ welche unter einander im Zeichen übereinstimmen, 

negativ oder positiv sind. Im ersten Falle sind ft^ und iio reell, und mit 

ilmen, in Gemässheit von (44) imd (45), auch // und die beiden Werthe 

von tang fr; im zweiten Falle sind ^^ und uo , J und die beiden Werthe von 

tang \} gleichzeitig imaginär. 

G7. Die l>eiden Werthe von ii" und f£o werden einander gleich, wenn 

eine der beiden Bedingimgs-Gleichungen : 

AB — AB' = 0, DE — DE' = (52) 

l)efriedigt wird. In diesem Falle aber ergi1)t sich im Allgemeinen unter 

Berücksichtiginig der Gleichungen (42) und (43), 

A ?_ _ B _ E 

Ä ~ B' ~ // ~ ~E' \ 
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Dann sind die beiden Complexe Si und ß' der zweigliedrigen Gruppe und 
in Folge davon alle Complexe dieser Gruppe identisch dieselben. Die Be- 
stimmung der Congruenz wird illusorisch. 

Dadurch werden scheinbare Widersprüche gelöst. 

68. Es gibt aber auch besondere Fälle, wo die Gleichungsformen (18) 
ihre Bedeutung behalten, obgleich die beiden Werthe ft<> und (i^ einander 
gleich werden. Im Allgemeinen bedingen die beiden Gleichungen (42) imd 
(43) in Verbindung mit einer der beiden Gleichungen (53) die zweite der 
letztgenannten Gleichungen. Sind aber etwa 

A und Ä 
gleich Null, so findet dies nicht mehr statt; dann haben wir es mit einer 
wirklichen Congruenz zu thun, die von besonderer Art ist. 

In diesem FaUe verschwinden nämlich nach (44) und (45) sowohl J, 
als tang #. Es fallen also die beiden Directricen der Congruenz 
in eine gerade Linie zusammen. In Uebereinstimmung hiermit ver- 
schwindet in dem Werthe (49) für (ft^ — (lo)^ der Zähler, während der Nenner 
einen endlichen Werth behält. 

Wir können in unserem Falle für die Gleichung der zweigliedrigen 
Gruppe (37), unter Berücksichtigung der Gleichimg (43): 

JTE — ßE' = 0, 
die folgende nehmen: 

(Bs + Eq) — Da + ft [{Bs + Eq) — D'a] = (53) 

und aus derselben als ausgezeichnete Complexe die folgenden beiden aus- 
wählen, deren Gleichungen sind: 

Bs + Eq=0, (r = 0, 

und diese Gleichungen in homogenen Coordinaten auch in folgender Weise 
schreiben : 

B(y-y) + E {xz - xz') = 0, yz - yz = 0. (54) 

Der erste der beiden vorstehenden Complexe hat die Coordinaten- Axe OY 

zu seiner Axe. Sein Parameter ist -y. Der zweite Complex ist von der 

besonderen Art, dass sein Parameter gleich Null ist. Seine Axe, die sonach 
von allen seinen Linien geschnitten wird, fällt in die Coordinaten- Axe OX. 
In Uebereinstimmimg mit (44) und (45) wird also OX Directrix der Con- 
gruenz. 

Während eine Congruenz im Allgemeinen durch ihre beiden Directricen 

PIticker, Geomelrie. ]^Q 
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vollkommen bestimmt ist, miiss, in dem speciellen Falle, dass die beiden 
Directricen in eine gerade Linie zusammenfallen , ausser dieser geraden Linie 
noch ein neuer Complex der die (Kongruenz bestimmenden zweigliedrigen 
Gruppe gegeben sein.*) 

In dem Comjilexe, dessen Gleichung die folgende ist: 

B {y - y") + E {x' z - xz") = 0, 
entspricht irgend einem Puncte der Coordinaten-Axe OX die Ebene: 

By + Exz = 0, 
wobei X den Abstand des Punctes von dem Anfangspuncte bezeichnet. Für 
irgend einen anderen Complex der zweigliedrigen Gruppe (53) finden wir 
dieselbe Ebene, weil für alle auf ÖT liegende Puncte / und z verschwin- 
den. Diese Ebene geht durch OX. Sonach schliessen wir: 

Fallen in einer Congruenz die beiden Directricen in eine 
gerade Linie zusammen, so ist diese Linie selbst eine gemein- 
schaftliche Linie aller Complexe, das heisst, eine Linie der 
Congruenz. 

Wir erhalten also eine Congruenz der fraglichen Art., wenn wir in 
einem C^omplexe alle diejenigen Lmien nehmen, die eine feste Linie desselben 
schneiden. Wenn ein Punct auf einer Linie eines Complexes fortrückt, so 
dreht sich die ihm entsiorechende Ebene um dieselbe (Nr. 28). Es gehen 
also durch jeden Pmict derjenigen geraden Linie, in welche die beiden Di- 
rectricen zusammenfallen, unendlich viele Linien der Congi'uenz, die sämmt- 
lieh einer Ebene angehören, die ihrerseits durch diese gerade Linie geht. 
Rückt der Punct auf einer geraden Linie fort, so dreht sich die Ebene um 
dieselbe. Die Beziehung zwischen Punct und Ebene ist eine vollkommen 
gegenseitige. 

Indem wir weiter particidarisiren , sei 

A, A\ B mid ß' 

gleich Null. Dann verschwindet nach (44) J, während tang & nach (45) 
unter der Fomi *V'o auftritt und, weil zwischen den vei'sch windenden Coef- 



*■ Di*r Grund davon liejrt darin, diiss eine gerade Linie vier Conntanten repräsentirt , während 
eine Congruenz, die, wie die vorliegende, durch eine Bedingung particularisirt ist, von sieben ab- 
hängt. Die drei noch übrigen Constanten finden wir indem zweiten gegebenen Complex , der darum 
nur von drei willkürlichen Constanten abhängt, weil er an die zwei Bedingungen geknüpft ist, das» 
^ieine Axe die gerade Linie, in welche die beid«.*n Directricen der Congruenz zusammentallen, ächneidct» 
und zwar senkrecht nchneidet. 



— 75 — 

ficienten keine Relation besteht, unbestimmt wird. Damit in Uebereinstim- 
mung nehmen in dem Ausdrucke (49) für (ft^ — (lo)* Zahler und Nenner 
zugleich den Werth Null an. 

Eine jede Linie, welche in der Coordinaten-Ebene XV durch 
den Anfangspunct geht, ist eine Directrix der Congruenz. 

Für die Gleichung der die Congruenz bestimmenden zweigliedrigen Gruppe 
nehmen wir die folgende, in der nur von einander abhängige Coefficienten 
vorkommen : 

— Da + Eq + ii (— D'a + E'q) = 0. (55) 

Insbesondere können wir aus dieser Gruppe die folgenden beiden Complexe 
auswählen : 

p = 0, ' (T = 0, 

die, in homogenen Coordinaten ausgedrückt, die nachstehenden Gleichungen 
haben : 

X z — xz = 0, t/z' — i/'z = 0. (56) 

Danach umfasst die Congruenz einmal alle Linien, die in der Coordinaten- 
Ebene XF liegen, sodann alle Linien, die durch den Anfangspunct gehen. 

Eine jede Linie der Congruenz schneidet sämmtliche Direc- 
tricen derselben. Die Directricen sind selbst Linien der Con- 
gruenz. 

Durch einen gegebenen Pimct geht im Allgemeinen eine einzige Linie 
der fraglichen Congruenz: die Verbindungslinie desselben mit dem Anfangs- 
puncte. Liegt insbesondere der gegebene Pimct in XF, so gehen durch 
denselben unendlich viele Linien der Congruenz, welche sämmtlich der ge- 
nannten Coordinaten-Ebene angehören. Rückt der in der Ebene XF ange- 
nommene Punct insbesondere in den Anfangspimct , so gehört jede durch 
denselben gehende gerade Linie der Congruenz an. 

Andererseits liegt, im Allgemeinen, in jeder gegebenen Ebene eine 
Linie der Congruenz: die Durchschnittslinie derselben mit der Coordinaten- 
Ebene XF. Geht insbesondere die gegebene Ebene durch den Anfangspunct, 
so liegen in derselben unendlich viele Linien der Congruenz, welche sänmit- 
lich durch den genannten Punct laufen. Fällt die durch den Anfangspunct 
gelegte Ebene insbesondere mit der Coordinaten-Ebene XF zusammen, so 
gehört jede in derselben liegende gerade Linie der Congruenz an. 

69. Wir haben im Vorstehenden die Hauptaxe einer Congnienz und 
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die beiden Nebenaxen dei*selben zu Coordinaten-Axen genommen imd hier- 
nach die Congruenz diu'ch die folgenden beiden Complex-Gleichungen : 

£i ^ Ar + Bs- Da + Eq = 0, I 

ß' ^. Ar + B's - D'a + E'q=0, i ^ ^ 

unter der Voraussetzung, dass: 

ÄD — AD' = 0, (42) 

B'E—BE'=^0, (43) 

dargestellt und zur geometrischen Bestimmung der Congiiienz erhalten: 

tang=^^= — ^-J. (45) 

Die letzten beiden Gleichungen lassen unentschieden, ob diejenige Directrix 
der Cangi'uenz, welcher + tang & entspricht, die Hauptaxe derselben in 
einem Puncte schneidet, für welchen 2 = + z/ oder z = — z/ ist, wonach 
die andere Directrix , welcher — tang O* entspricht , die Axe bezüglich in dem 
Puncte schneidet, dessen z das entgegengesetzte Zeichen hat. Hiermit in 
üebereinstimmimg , gelangen wir zu denselben Gleichungen (44) und (45), 
wenn wir in den Gleichungen (37) gleichzeitig das Vorzeichen von A und B 
und von Ä imd B\ oder, was dasselbe heisst, gleichzeitig das Vorzeichen 
und JJ imd F und von />' und E' ändern. Indem wir die dieser Vertan- 
schimg entsprechenden Complexe durch die Syml)ole ßi und £i\ bezeichnen, 
treten die folgenden Gleichungen: 

-Qi -- Ar + Bs + Dö 
Sl\ A'r + B's + 

an die Stelle der fi'üheren. Die beiden Congruenzen, welche durch die 
beiden Gleichungen-Paare (37) und (57) dargestellt werden, haben denselben 
Mittelpunct und dieselbe Centralebene , senkrecht auf dieser dieselbe Haupt- 
axe und in dei'selljen diesell^en l)eiden Nebenaxen. Auch der Abstand der 
beiden Directrieen von einander und die Winkel, welche ihre Kichtungen 
mit einander bilden, sind in beiden Congi-uenzen gleich. Die Beziehung 
der beiden Congiiienzen zu einander ist eine gegenseitige: es ist, wenn wir 
die frühere Anschauung einer Spiegelung wieder zu Hülfe nehmen und als 
spiegelnde Flache die Ebene A7^ (oder statt derselben eine andere (Koordi- 
naten -Ebene) l>etrachten, die eine dersell>en das Spiegelbild der anderen. 



Dg -Eq = 0,1 

Da -E'q^O ] ^-"^^ 
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Zwei Congruenzen, welche in dieser Beziehung zu einander stehen, wollen 
wir zwei conjugirte Congruenzen nennen. 

70. Wir haben im Vorstehenden nachgewiesen, dass eine Congruenz 
gleichzeitig sämmtlichen Complexen einer zweigliedrigen Gruppe angehört, 
und dass imter diesen Complexen sich im Allgemeinen zwei von der beson- 
deren Art befinden, deren Parameter gleich Null sind. Die Axe jedes der 
beiden Complexe wird von sämmtHchen Linien desselben geschnitten, woraus 
folgt , dass alle Linien der Congruenz , weil sie auch diesen beiden Complexen 
angehören müssen, die beiden Axen derselben schneiden. Dem entsprechend 
haben wir diese Axen als die beiden Directricen einer Congruenz definirt. 
Wir können aber auch die beiden Directricen unter einem anderen Gesichts- 
pimcte auffassen. 

71. Eine Congruenz ist dadurch bestimmt, dass ihre Linien gleich- 
zeitig zweien beliebig aus einer zweigliedrigen Complex-Gruppe genommenen 
Complexen angehören. Die Complexe werden durch die Gleichung: 

iß + (ti2' = 
dargestellt, wenn wir in dieselbe für (t nach einander zwei beliebige Werthe 
setzen. Dadurch reducirt sich aber die Anzahl der unabhängigen Constanten 
jeder dieser Gleichungen um eine Einheit. Die Anzahl der Constanten, von 
welchen die Congruenz abhängt, beträgt hiemach: 

2(5 — 1) = 8, 
' die Summe der Constanten zweier Complexe , deren Constanten sich von fünf 
auf vier reducirt haben. Wenn eine der Congruenz angehörige Linie g^eben 
ist, so erhalten wir eine lineare Bedingungsgleichung zwischen den vier Con- 
stanten jedes der beiden Complexe, durch welche die Congruenz gegeben ist. 
Vier gegebene gerade Linien der Congruenz sind zur Bestimmung der beiden 
Complexe und mithin der Congruenz nothwendig und hinreichend. Durch 
vier gegebene gerade Linien der Congruenz sind zwei der Congruenz nicht 
angehörige gerade Linien, welche die vier gegebenen schneiden, bestinmit. 
Diese Linien hängen von acht Constanten ab; sie bestirnmen gegenseitig die 
vier gegebenen Linien und alle Linien der Congruenz. 

Je vier Linien eines Complexes bestimmen eine Congruenz, die dem 
Complexe angehört. Ist die Congruenz durch vier ihrer Linien gegeben, 
so ist durch jede fünfte Linie ein Complex bestimmt, welchem die Con- 
gruenz angehört. Die beiden Linien, welche die vier g^ebenen Linien 
schneiden, sind einerseits die beiden Directricen der Congruenz, anderer- 
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seits zwei zugeordnete Polaren jedes Complexes, dem die Congruenz an- 
gehört. 

Je zwei zugeordnete Polaren eines gegebenen Complexes 
sind die beiden Directricen einer dem Complex angehörigen 
Congruenz. 

Die beiden Directricen einer gegebenen Congruenz sind 
zwei zugeordnete Polaren jedes Complexes, dem die Congruenz 
angehört. 

Fallen die beiden Directricen in eine gerade Linie zusam- 
men, so ist diese gemeinschaftliche Linie aller Complexe, also 
selbst eine Linie der Congruenz (vergl. Nr. 68.). 

72. Im Allgemeinen geht durch einen gegebenen Punct nur eine ein- 
zige Linie einer gegebenen Congruenz, so wie in jeder Ebene nur eine ein- 
zige Linie derselben liegt. Wir können die beiden Directricen als den Ort 
solcher Puncte betrachten, durch welche unendlich viele Linien der Con- 
gruenz gehen, so wie andererseits als den von solchen Ebenen umhüllten 
Ort, in welchem unendlich viele Linien der Congruenz liegen. Wenn nämlieb 
ein Pimct auf einer von zwei zugeordneten Polaren eines Complexes der 
zweigliedrigen Gruppe angenommen wird, so ist diejenige Ebene, welche 
durch den Punct und die andere Polare geht, die in dem Complexe dem 
Puncte entsprechende Ebene. Wenn also die beiden zugeordneten Polaren 
allen Complexen einer zweigliedrigen Gruppe- gleichzeitig angehören, ent- 
spricht jedem Puncte einer der beiden gemeinschaftlichen Polaren in allen 
Complexen der Gruppe dieselbe Ebene, welche dadurch bestimmt ist, dass 
sie durch die andere Polare geht. Die Beziehung der beiden Polaren zu den 
Complexen der Gruppe ist eine durchaus gegenseitige. Wir können auch, 
imigekehrt, von einer Ebene, welche diu-ch eine der beiden Polaren gelegt 
ist, ausgehen; dann ist, in allen Complexen der zweigliedrigen Gruppe, der 
dieser Elx?ne entsprechende Punct dei'selbe xmd zwar der Durchschnitt dieser 
Ebene mit der anderen Polaren. Wahrend also in einer Congruenz einem 
g(»gel)enen Puncti^ im Allgemeinen eine gerade Linie entspricht, entspricht 
demsell)en, wenn er insbesondere auf (»iner der l)eiden Directricen angenom- 
men wird, ein(» Ebene, die durch die andere Directrix geht, sowie jeder 
Ebt»ne, der im Allgemeinen eine einzige gerade Linie entspricht, dann, 
wenn sie durch eine der beiden Directricen geht, ein Punct entspricht, 
welcher auf der anderen Directrix liegt. 
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73. Die vorstehende Definition der Directricen können wir sonach in 
folgender Weise umschreiben. Sie sind der geometrische Ort solcher Puncte, 
denen in den verschiedenen Complexen der bezüglichen zweigüedrigen Gruppe 
dieselbe Ebene entspricht, oder auch als den von solchen Ebenen imi- 
hüllten Ort, denen in den verschiedenen Complexen derselbe Punct ent- 
spricht. Hieran knüpft sich unmittelbar eine neue analytische Bestimmung 
der beiden Directricen einer Congruenz, sei es, dass wir von Strahlenr 
Coordinaten, sei es, dass wir von Axen - Coordinaten Gebrauch machen. 

Wir wollen, wie früher (3): 

i2 + fti2' = 
für die Gleichimg der Complexgruppe nehmen, indem wir in allgemeinster 
Weise 

£i ^ Ar + Bs + C — ßa + Eq + Frj, 
£i — Ar J^ B's+C ^ Do + E' q + F vi 
setzen. Dann ist die Gleichung derjenigen Ebene, welche in irgend einem 
durch eine beliebige Annahme des unbestimmten Coefficienten bezeichneten 
Complexe der Gruppe einem gegebenen Puncte x\ y\ z entspricht, die fol- 
gende (Nr. 27): 

(A + Fy—Ez)x + (B—Fx + Dzyj + {C+Ex—Dy) z — {Ax+By+Cz) 
J^yi\j^Ä^Fy'—E'z)x^{B—Fx^D'z)y^{C-\-E\x—D'y)z—^^^ 

= 0. (58) 

Diese Gleichung wird immer, welches auch der Werth von \i sein mag, be- 
friedigt, wenn gleichzeitig: 

{A^Fy—Ez)x-^(B—Fx^Dz)y^(C^Ex—Dy)z—{Ax^By'^Cz') = 0, (59) 
{Ä^Fy'—E'z)x^{R—rx'^D'zyj^{C^E\x—D'y)z—{Äx'^Ry^Cz) 

= 0. . (60) 

Die beiden, durch diese Gleichung dargestellten Ebenen entsprechen in den 
Complexen i2 und SU dem gegebenen Puncte; sie haben mit den, in allen 
verschiedenen Complexen der Gruppe, demselben Puncte entsprechenden Ebenen 
eine gemeinschaftüche Durchschnittslinie. Wenn insbesondere die beiden 
Ebenen (59) und (60) zusammenfallen, so fallen mit ihnen alle entsprechen- 
den Ebenen (58) zusammen. Damit dies stattfinde, müssen die beiden letz- 
ten Gleichungen identisch werden, was unmittelbar die folgenden sechs 
Relationen liefert: 

A-^Fy—Ez B — FX'\-Dz C+Ex-Dy Ax+By+Cz' 



A^F'y-Ez ~ B'-F'x+I/z ~ C-^Ex-Üy Äx-\-Ey+Cz 



(61) 



(62) 
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Die Piincte (.r , y\ z) , welche durch (6 1 ) l)estimmt sind , liegen auf den bei- 
den Directricen der Congruenz. Wir wollen ihre Coordinaten als veränderlich 
betrachten imd dem entsprechend fortan die denselben beigefügten Accente 
fortlassen. 

74. Um die Gleichmigen (61) geometrisch zu deuten, wollen wir die- 
jenigen Ebenen, welche in den l)eiden Complexen £1 und i2' bezüglich den 
Axen OXy OY, OZ zugeordnet sind, das heisst mit anderen Worten, Puncten 
entsprechen , welche auf diesen Axen unendlich weit liegen , durch P und P\ 
(J imd Q\ R und K und diejenigen Eigenen, welche in den beiden Com- 
plexen dem Anfangspuncte entsprechen, durch S und S^ bezeichnen. Dann 
sind die Gleichungen dieser Ebenen: 

A + Fy — Ez _ p = 0, Ä + Fy — E' z =// = 0, \ 

B — Fx + Dz . q ^ i), ff — Fx + D'z^q = 0, 

r + Ex— Dy r = 0, * C + E' x — D'y .— r' = 0, 

Ax + By + Cz . .y = 0, Äx + B'y + C z — s = 0. 

Zwischen den linearen Functionen p, y, r, s und //, q, r\ s bestehen die 
folgenden beiden identischen Gleichungen: 

px + yy + rz ■=■ .V, 

p X + q y + ^''^ - 

Gegenseitig ist dm-ch diese beiden identischen Gleichimgen die besondere Form 
der acht linearen Functionen bestimmt. 

Die geraden Linien PF, (J Q\ RF, SS' sind solche vier gerade Linien, 
welche in der Congi-uenz denjenigen vier Puncten entsprechen , welche , in 
Beziehung auf das gewählte Coordinaten -System, eine ausgezeichnete Lage 
haben, nämlich den drei Puncten, welche nach der Richtung der drei Coor- 
dinaten-Axen unendlich weit liegen, mid dem Anfangspuncte. Die vier Linien 
gehören der Congruenz an. Die l)eiden Directricen der Congi'uenz sind so- 
nach dadurch vollkommen l)estimmt, dass sie diese vier geraden Linien 
schneiden. Je nachdem diejenige Linienfläche, welche irgend drei der \der 
geraden Linien PP\ 00\ RR\ *vy zu Linien einer ihrer Erzeugimgen hat, 
von der vierten dieser Linien geschnitten wird oder nicht, sind die beiden 
Directricen reell oder imaginär. 

Die vieiiheilige Gleichung (61) wird nach Einfülu'ung der acht Symbole: 

'[ = * = '•,- = ^ . (G4) 



2 } («3> 
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Sie ergibt sich in Folge der beiden identischen Gleichungen (62) unmittelbar 
aus der dreitheiligen Gleichmig: 

P g r 

Diese Gleichung ist also zur Bestimmung der beiden Directricen hinreichend. 
Sie löst sich in die folgenden drei Gleichungen auf: 



P9 =pqy ] 

pr = //r, > 



(66) 
qr = qr 

welche drei Linienflächen zweiter Ordnung darstellen, die durch die beiden 
Directricen gehen. In Folge der viertheiligen Gleichung (64) kommen zu 
diesen drei Linienflächen noch drei neue, durch die Gleichungen: 

ps = p s. 

qs = qs, > 

rs = r s j 

dargestellte Linienflächen hinzu , welche ebenfalls die beiden Directricen ent- 
halten. Auf diese Weise sind die beiden Directricen dadurch bestimmt , dass 
auf ihnen irgend zwei der sechs Hyperboloide (66) und (67) sich schneiden.*) 



(67) 



*) Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, dass die viertheilige Gleichung (64) das 
System zweier reellen oder imaginären geraden Linien darstellt, ganz in derselben Weise, 
wie die dreitheilige Gleichung: 

x — Xq __ y — yo ___ z — Zq 
a b c 

eine einzige gerade Linie darstellt. Die vorstehende Gleichung enthält noch fünf unabhängige Oon- 
stante, worunter eine überzählige, welche darauf kommt, dass (a:o, yo> ^o) ein willkürlicher Punct der 
dargestellten geraden Linie ist. Die Gleichung (64) enthält, bei der gemachten Functions-Bestimmung, 
zehn unabhängige Constante, darunter zwei überzählige, die dadurch bedingt sind, dass die beiden 
Complexe ß und Ä' durch irgend zwei andere der zweigliedrigen Gruppe: 

a + fi a' c= 

ersetzt werden können. 

Es scheint angemessen, dieses Resultat auch direct abzuleiten. 

Die Gleichung (65) wird befriedigt, wenn gleichzeitig den drei Gleichungen: 

p = Ip. 
q = Xq\ 
r = Xr, 
welche, entwickelt, in die folgenden übergehen: 

{A — Xyi') + {F—ir)y — (E — XE')z = 0, ^ 

(B — IB') — {F—XF')x +{D + XD')z = 0, [ (68) 

{C — XC) + (Ä — XE')x — (D + XD')y = 0, j 
Genüge geschieht. Diejenigen Puncte, welche zugleich in den durch diese Gleichungen dargestellten 
Ebenen liegen, gehören dem Ort an, der durch die Gleichung (65) dargestellt wird. Aber für einen 
gegebenen Werth von X widersprechen sich im Allgemeinen die vorstehenden drei Gleichungen. Dieser 
Widerspruch wird nur dadurch gehoben, dass x^ y, z unendlich gross werden und also der bezüg- 

Plücker, Geometrie. W 
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Wenn insbesondere C und F^ C und F' gleich Null werden , so gibt die 

liehe Punct unendlich weit rückt. Dann aber ist es nicht gestattet, aus den vorstehenden drei 
Gleichungen die vierte: 

* = A«' 
abzuleiten. 

Wenn insbesondere aber: 

iA — XÄ) {D — XD') + iß — XB) {E — XE') + (C — A C) (F — XF') z= 0, (69) 

so ist eine der drei fraglichen Gleichungen eine algebraische Folge der beiden anderen: es schneiden 
sich die drei bezüglichen Ebenen in einer geraden Linie. Da die letzt« Gleichung im Allgemeinen 
zwei Werthe von X gibt, so gibt es auch zwei solcher geraden Linien. Die Puncte dieser beiden 
geraden Linien sind die einzigen im Endlichen liegenden Puncte, deren Coordinaten die Gleichung (66) 
und damit (64) befriedigen. Durch die Gleichung (64) werden also zwei gerade Linien, 
die beiden Directricen, dargestellt. 

Wir wollen, um noch einige Erläutenmgen hinzuzufügen, von dem Satze ausgehen, dass zwei 
Linienflächen zweiter Ordnung und Classe, welche durch zwei gerade Linien gehen, 
sich ausserdem noch in zwei anderen geraden Linien schneiden. Dieser Satz behält seine 
Bedeutung auch dann, wenn eine der beiden gegebenen geraden Linien in einer gegebenen Ebene 
unendlich weit liegt. Die Flächen sind dann nicht mehr zwei einschalige Hyperboloide, sondern 
zwei hyperbolische Paraboloide, deren Linien einer Erzeugung der gegebenen Ebene parallel sind. 
Wenn also die sechs Flächen (66; und (67) zwei feste gerade Linien zu Linien einer ihrer beiden Er- 
zeugungen haben, so haben sie, paarweise zusammengestellt, ausserdem noch zwei andere Linien zu 
gemeinsamen Linien ihrer anderen Erzeugung. Umgekehrt also muss nachgewiesen werden, das» 
irgend zwei der sechs Linienflächen durch dieselben beiden geraden Linien gehen. 

Die erste der drei Gleichungen (66) nimmt, wenn wir zu den Functionen, welche durch die in 
ihnen vorkommenden Symbole dargestellt werden, wieder zurückgehen, und der Kürze halber: 

{Ef F ^ EF')x — (D' F — D F')y + {D' E — D E: )z FE g, 
{AB ^AB') — (A'F—AF')x + {B^F — BF')y + [{A' D — AD') — (B^E — BE^)]z = Ä, 
setzen, die folgende Form an: 

Ä, + ^r = 0, (70) 

wonach die beiden letzten Gleichungen (^65) in die folgenden übergehen: 

Die Fimctionen g sind dieselben in den drei Gleichungen. Die Ausdrücke ä, und h ergeben sich un- 
mittelbar, wenn wir in ä, einmal B und B" mit C und C\ E und E' mit F und /'', so wie unter 
Zeichenwechsel y mit z vertauschen und das Zeichen von x ändern; das andere Mal A und -<4' mit C 
und C*, D und />' mit F und F\ so wie unter Zeichenwechsel x mit z vertauschen und das Zeichen 
von y ändern. 

Die ursprüngliche Form der drei Gleichungen (66) zeigt, dass die durch diese Gleichungen dar- 
gestellten drei Linienfiächen paarweise genommen /*/*', QQ\ RB^ zu einer gemeinschaftlichen Er- 
zeugenden haben. Die neue Form dieser Gleichungen zeigt, dass diese drei Flächen hyperbolische 
Paraboloide sind und eine zweite gemeinschaftliche Erzeugende haben, welche in der durch die 
Gleichung: 

(E: F — E F'}x — {D' F — D F')y + (D' E — D E')z z-z h = d 
dargestellten Ebene unendlich weit liegt. Dieser Ebene sind die drei Linien PP', QQ\ RPl parallel. 

Die Gleichungen (67» können wir zunächst in folgender Weise entwickeln: 

(pq — pq)y + {pr — pr)z =0,1 
(y / — q r)z + (pq — p q)x = 0, > (72) 

(pr — p'r^j^+(7^' — 9''dy =0, ' 

und dann, nach dem Vorstehenden, auch folgenderraassen schreiben: 

h^z + h^y = 0, 1 

hz+h^x = 0, l (73) 

hy + //ja? = 0. / 
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Gleichsetzung der vier Ausdrücke (61) die beiden Gleichungen (34) und (36), 
durch welche wir früher die beiden Directricen bestimmt haben.*) 

75. Wir wollen an die Gleichungen (61) nachträglich hier nur die Dis- 
cussion derjenigen beiden Fälle knüpfen, die sich in Folge. der besonderen 
Coordinaten - Bestimmimg der frtlheren Discussion entzogen haben. In dem 
einen Falle ist: 

jy - ^ — f (74) 

in dem andern: 

"L — ? - ^ n^\ 

Ä ~ B' ~ C'^ U^J 

In dem ersten Falle erhalten wir, wenn wir: 

D E F 

f = — />'= — E^ ^ y ^^^ 

setzen, einen Complex, für dessen Gleichung wir jede der folgenden drei 

unter sich identischen Gleichungen : 



Sie stellen drei einschalige Hyperboloide dar, welche, in Gemilssheit der ursprünglichen Form 
dieser Gleichungen, sämmtlich 55' zu einer ihrer gemeinschaftichen Erzeugenden haben, üeberdies 
haben diese drei Hyperboloide, in Gemässheit der Form der letzten Gleichung, paarweise zusammen- 
gestellt eine zweite gemeinschaftliche Erzeugende. Für die durch die erste und zweite, die erste 
und dritte , die zweite und dritte Gleichung dargestellten beiden Hyperboloide werden diese Erzeugen- 
den bezüglich durch die Gleichungen: 

« = 0, {Ä B — AB^) — {Ä F — AF')x — {fi F — B F')y = ö, 

y = 0, {Ä C-- AC')^-{^ÄE— AE')x-\-{C*E— CE')z = 0, 

a; = 0, {Ef C—BC') — {B' D — BD')y — {p' D — CD')x = 

dargestellt. Die drei zweiten Erzeugenden liegen also bezüglich in den drei Coordinaten- Ebenen 
X-F, XZ, FZ und schneiden, im Allgemeinen, die durch den Anfangspunct gehende erste Erzeugende 
SS' nicht. Die beiden gemeinschaftlichen Erzeugenden je zweier der drei Hyperboloide gehören 
also, wie zu erwarten war, derselben Erzeugung beider Flächen an. 

Wenn wir zusammenfassen, gelangen wir zu der folgenden Anschauung: 

So wie irgend zwei Ebenen durch ihren Durchschnitt eine gerade Linie bestimmen und unend- 
lich viele Ebenen durch diese gerade Linie gehen, so werden durch zwei einschalige Hyperboloide, 
welche zwei feste gerade Linien zu Linien einer Erzeugung haben, zwei reelle oder imaginäre 
Linien als die gemeinschaftlichen Linien der anderen Erzeugung derselben bestimmt. Dieselben 
beiden geraden. Linien sind gemeinschaftliche Erzeugende unendlich vieler solcher Hyperboloide. 
Irgend zwei gerade Linien des Raumes, welche die beiden gegebenen schneiden, lassen sich auf diese 
Weise geometrisch bestimmen und, dem entsprechend, unter der gemachten Bestinmiung der linearen 
Functionen durch je zwei der sechs Gleichungen (66) und (67), in welche die viertheilige Gleichung: 

p q r_ ^ 

p q r 8 

sich auflöst, analytisch darstellen. Nehmen wir insbesondere zur Bestimmung der beiden geraden 
Linien zwei der drei Gleichungen (66), so treten in der vorstehenden Construction an die Stelle der 
beiden Hyperboloide zwei hyperbolische Paraboloide, deren Linien einer Erzeugung einer gegebenen 
Ebene parallel sind, und die eine dieser Linien gemein haben. 

In ein ausführliches Detail einzugehen, ist hier nicht der Ort. 

*) VergL: On a New Geometry of Space. Phil. Trans. 1865. p. 750. 

11* 
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i^ÄD — ADr)r + {FD — B iy)s ■\- {CD — CD") = 0, 
{ÄE — AE)r + {RE — äjE^') * + {€' E — CE') = 0, l (77) 

(.4'/'— ^/")r + {RF— BF) s + {€' F — ^/") = J 
nehmen können. Dann sind alle Linien der Congruenz einer Ebene parallel, 
deren Gleichung wir erhalten, wenn wir in eine beliebige der vorstehenden 

Gleichungen r und s durch — und -- ersetzen. In derselben Ebene liegt eine 

Directrix unendlich weit : die Durchschnittslinie paralleler Ebenen. Wir haben 
eine Congruenz, deren eine Directrix unendlich weit liegt, eine parabo- 
lische genannt. Zur Bestimmung der nicht unendUch weit liegenden Directrix 
gibt die paarweise Gleichsetzung der drei ersten Ausdrücke (61): 
[AB—AB^—{Ä'F—AF)x—{ffF—Br)y-{-[{A'D—A D) + {R E—BK)\z={) ^ 
{ÄC—AC) + {ÄE—AE')x— [{ÄD—Aff) + {CF— CF')]y + {CE— CE')z = 0, 1(7 8) 
{B'C—B(rj^[{B'E—BE)+{CF—CF)\x—{B'D—BD')y—{CD—CI)^z=0.\ 
Diese drei Gleichimgen stellen drei durch die Directrix gehende Ebenen dar. 
Wenn insbesondere F und F' verschwinden, reduciren sich die fraglichen 
Bedingungen auf: 

DE— DE' = 0. 
Dann erhalten wir fdi* die Ebene, welcher die eine Dh'ectrix parallel ist, die 
unter sich identischen Gleichungen: 

(A'D — AD')x + (FD — BD')y + {CD—CD')z = 0, 1 ,.g. 

{ÄE—AE')x + {B'E—BE)y + {C'E—CE')z = 0, 1 ^ ^ 

und fQr die Gleichungen der anderen: 
{AB — AB') + [{ÄD — AD') + {B'E — BE')]z = 0, | 

{ÄC— AC')+{ÄE—AE')x — {ÄD — AD')y + {C'E—CE')z = 0, \ (80) 
{B' C— BC^ + iF E— B E')x — {BD — BD')y — {C D — C D')z = 0. J 
Die nicht unendlich weit liegende Directrix ist also der Ebene XV parallel. 
Die fraglichen Bedingungen werden insbesondere auch befriedigt, wenn 
gleichzeitig D und />', E und E' verschwinden. Dann liegt eine Directrix in 
der früheren Ebene unendlich weit, die nun durch die Gleichung: 

{ÄF—Ar)x + {B'F—BF')y + {C'F—CF')z = (81) 

dargestellt wird. Für die andere Directiix kommt: 

{AB — AB) — {Ä F— AF')x — {B' F — B F')y = 0,] 

_ ÄC—AC 
^ ~" CF—OF' ' 



•^" ~" C'F—CF' 



(82) 
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Dieselbe ist also der Axe OZ parallel und schneidet die Ebene XY in einem 

Puncte, dessen Coordinaten durch die letzten beiden Gleichungen bestimmt 

werden. Wenn wir diese Coordinaten -Werthe in die erste der letzten 

drei Gleichungen einsetzen , so wird diese Gleichung in Folge der identischen 

Gleicl^ung : 

{AB— AB') {CF—CF) + {BC—BC) {ÄF—AF) — (ÄC—AC) {B'F—BF) = 

befriedigt. 

Wenn insbesondere: 

(AB — AB') + {FE—BE) + {C'F—CF) = 0, (83) 

so particularisirt sich die parabolische Congruenz. Alsdann werden die drei 
Ebenen (78), durch deren Durchschnitt die im Endlichen liegende Directrix 
der Congruenz bestimmt wurde, unter sich und mit der Ebene parallel, in 
welcher die zweite Directrix unendlich weit liegt. 

Die beiden Directricen der parabolischen Congruenz fallen 
im Unendlichen in eine gerade Linie zusammen. 

Wir gehen hier nicht weiter auf diese besondere Art von Congruenzen 
ein, da sie dem ersten in der 68. Nummer behandelten Falle vollkommen 
analog ist. 

Die vorstehende Bedingungs-Gleichung (83) wird vermöge (62) insbeson- 
dere befriedigt, wenn 

AB + BE + CF =0, 
ÄB'+B'E-^-C 

Alsdann sind sämmtliche Complexe der die Congruenz bestimmenden zwei- 
gliedrigen Gruppe von der besonderen Art, dass ihre Parameter verschwin- 
den. In Uebereinstimmung hiermit fallen die drei Ebenen (78) in eine einzige 
zusammen. Da die Axen aller Complexe, denen eine parabolische Congruenz 
angehört, unter sich parallel sind, so schliessen wir: 

Die Congruenz hat unendlich viele, unter sich parallele 
Directricen, die in derselben Ebene liegen. In dieser Ebene 
liegt auch die unendlich weit liegende Directrix. 

Dieser Fall entspricht dem zweiten Falle der 68. Nummer. Es ist bloss 
der gemeinschaftliche Durchschnitt der Directricen unendlich weit gerückt. 

76. Wenn die Bedingungs-Gleichungen (63) erfüllt werden, entspricht dem 
besonderen Werthe des unbestimmten Cbefficienten: 

ABC 
ft=-^ = -^, = -^ (85) 



%zl] <«^' 
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ein Complex der zweigliedrigen Gruppe, welcher durch eine der drei folgen- 
den unter sich identischen Gleichungen dargestellt wird: 

— {ÄD—AD')a + {ÄE—AE')Q + {ÄF—Ar)r] = 0, ^ 

— {ffD—BD')a + {RE~ BE')q + {ffF—Br)ri = 0, \ (86) 

— (C'D-CD')o + {C'E—CE')q + {C'F—Cr)rj = 0. 

Die Axe des Complexes steht auf derjenigen Ebene, welche, wenn wir 
— a, Q, f] mit X, y, z vertauschen , durch die letzte Gleichung dargestellt wird, 
im Anfangspuncte senkrecht. Da der Parameter des Complexes gleich Null 
ist, ist diese Axe eine der beiden Directricen der Congruenz. In Ueberein- 
stimmung hiermit werden die Gleichungen (61) befriedigt, wenn .r, y , z 
gleichzeitig verschwinden. Diese Gleichungen reduciren sich im vorliegenden 
Falle auf: 



A^Fy Ez 


B Fx + Bz 


C-j-Ex-By 


A 


B C 


iJ^F'y-Kz 


B rx+Bz 


C'-\-'E'x By 


Ä 


- B C 



(87) 

Sie geben, wenn wir die drei ersten ihrer vier Glieder nach einander dem 
vierten gleichsetzen: 

{CF—CF')y — {CE—CE')z = 0, 
{C'F—CF')x— (C'D — CD')z = 0, 
{CE—CE')x— {CD — CD')y = 0. 

Diese Gleichungen , in welchen wir B und A an die Stelle von C schreiben 
können, lassen sich in folgender Weise zusammenziehen: 

X y z 

'c'b—cb ^ c'E^^'W ^ c'F-är ' (^^) 

und stellen die durch den Anfangspunct gehende Directrix dar. 

Die Bedingungs-Gleichungen (63) werden insbesondere befriedigt, wenn 
A und -f, B und ff verschwinden. Dann erhalten wir, wenn wir paarweise 
die drei ersten Ausdrücke (61) einander gleich setzen: 

[{EF—EF')x — (D'F- nF')y + {D'E~DE')z]z =-- 0, ) 
[(CF-Cr) + {EF-EF')x - - (D'FI)F)y + {D'E—DE')z]y = 0, [ (89) 
[(CF- CF) + {EF- EF)x - {D'F- ßr)y + {D'E-DE')z]x = 0. J 

Um die vorstehenden drei Gleichungen gleichzeitig zu befriedigen , genügt es, 

z = i) \ 

\ (90) 

{CF—CF') + {F/F—EF')x — {D'F—DF')y = J ^ ^ 

zu setzen. Die diu^ch diese l)eiden Gleichungen dargestellte gerade Linie ist 
die zweite Direc^trix der Congiiienz. Sie liegt in der Coordinaten-Ebene XV. 
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77. Wenn gleichzeitig 

ABC DE 



ABC D' E F' 

SO ist die Congruenz eine parabolische, deren nicht unendlich weit liegende 
Directrix durch den Anfangspunct der Coordinaten geht. Dann wird die 
Gleichung der durch den Anfangspunct gelegten Ebene, denen die Linien der 
Congruenz parallel sind, die folgende: 

Ax -\- By + Cz = 0. 

Die durch den Anfangspunct gehende Directrix erhält zu Gleichungen: 

X y z 

D ~ £ ~ f' 

und die auf ihr senkrechte, durch den Anfangspunct gehende Ebene hat die 

Gleichung : 

Dx + Ey + Fz = 0. 

78. Wenn wir particularisiren und 

ÄB-Aff^O, 1 = 1=^, (91) 

setzen, sind alle Linien der parabolischen Congruenz einer Ebene parallel, 
die auf der Coordinaten-Ebene XF senkrecht steht, während ihre Directrix 
durch den Anfangspunct geht. 
Wenn 

J, Ä, B, B' = 0, |,=r|, = |;, (92) 

sind alle Linien der parabolischen Congruenz der Ebene XV parallel. 
Wenn 

DE - DE' = 0, F, F' = 0, ~ = |^ = |, , (93) 

liegt die Directrix der parabolischen Congruenz in der Ebene XF. 
Wenn 

/>, J)\ E, E' = 0, -J, = 1 = %' (94) 

fällt die Directrix der parabolischen Congruenz in die Coordinaten- Axe OZ. 
Wenn 

A, Ä, B, ff, />, D\ E, E = 0, (95) 

sind die Linien der paraboUschen Congruenz der Coordinaten-Ebene XF 
parallel und ihre Directrix Mit mit der Coordinaten - Axe OZ zusammen. Bei 
diesen Voraussetzungen wird die Gleichung der zweigliedrigen Complex-Gruppe : 

(t7+/^,) + ,e(C' + ri,) = 0, (96) 
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und alle Complexe der Grupj^e werden, bei willkürlicher Annahme von k^ 

durch die Gleichung: 

1? + X- = (97) 

dargestellt. *) 

Wenn 

r T) E 

(98) 

so gibt 

f« = — ^ = — ^^ = — ^ (99) 

die folgende Gleichung eines Complexes der zweigliedrigen Gruppe: 

{.i'C—AC)r + {B'C—BC')s — {CF— CF')ri = 0. 
Dieser Complex ist von der besondem Art, dass alle seine Linien die Axe 
desselben schneiden, und diase Axe, eine Directrix der Congruenz, ist hier 
der Coordinaten - Axe OZ parallel und schneidet die Ebene X¥ in einem 
Puncte, dessen Gleichung in Linien - Coordinaten dieser Ebene die folgende ist: 

(B'C— BC)t—{ÄC—AC)u — {CF—CF)w = 0. 
(Vergl. Nr. 45. (95).) 
Wenn insbesondere 

ABC_E_F 

~Ä ~ n: ~ c ~ e: ~ f' \\^^) 

so fällt eine Directrix der Conginienz mit der Axe OZ zusammen. 
Um noch ein letztes Beispiel zu geben, wollen wir: 

A ~ 'S ~ F' ' C ~ />' "" E (^^^) 

setzen. Wenn wir dann nach einander 

\^ — X ~ ß ~ ~F' 

__<^__£___E_ 
^ ~ C ~ D' ~ E 

nehmen, erhalten wir filr die Gleichungen zweier Complexe der Gruppe: 

i2 + fi ^' = 

*) Setzen wir für r\ den Ausdruck — -^- j ^ "^o &©ht <lie Gleichung des Textes in die fol- 

* ~^ •• 

gende über: 

jr'y — xy ___ ^ 

und gibt, wenn k unbestimmt wird, gleichzeitig 

X y — xy ^0, 2 — r' = 0. 



(102) 
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die folgenden: 

(ÄC—AC) — iÄD — Aß')a-]-{ÄE—AE')Q = 0, \ ,^^. 

{ÄC—AC')r+ {B'C—BC')s — {C'F—CF')ri = 0. | 
Diese beiden Gleichungen reduciren sich auf: 

C-Da + Eg = 0, 1 
Ar + Bs + Fti = ] . 
und stellen zwei Complexe der besonderen Art dar, deren Parameter ver- 
schwinden. Die Axen der Complexe sind die beiden Directricen der Con- 
gruenz. Eine derselben liegt in der Ebene XV und wird in dieser Ebene 
durch die Gleichung: 

C + Ex — Dy = {) (105) 

dargestellt. Die andere ist der Axe OZ parallel und schneidet die Ebene XV 
in einem Puncte, der, in dieser Ebene, durch die Gleichung: 

Bl — Au + F=Q (106) 

dargestellt wird (Nr. 33.). 

79. Zur analytischen Darstellung einer zweigliedrigen Complex-Gruppe 
und der dadurch bestimmten Congruenz haben wir uns bisher rechtwinkliger 
Coordinaten-Axen bedient, und dabei den Mittelpunct der Congruenz zum 
Anfangspuncte der Coordinaten und zur Axe OZ diejenige Linie genommen, 
welche die beiden Directricen rechtwinklig schneidet. Indem wir alsdann 
die beiden Axen OX und OV mit den beiden Nebenaxen der Congruenz zu- 
sammenfallen Hessen, haben wir auf dem einfachsten Wege die allgemeine 
Bestimmung derselben in der 69. Nummer erhalten. 

Wir können aber auch jede beliebige gerade Linie der Congruenz als 
Axe OZ und den Puijct, in welchem sie die Central -Ebene schneidet, zum 
Anfangspunct nehmen. Wenn wir dann die beiden Nebenaxen in dieser 
Ebene parallel mit sich selbst so verschieben , dass sie in dem neuen Anfangs- 
puncte sich schneiden , so halbiren sie , nach wie vor , die Winkel , welche die 
beiden Directricen, projicirt nach OZ auf die Central - Ebene , mit einander 
bilden. Es ist klar, dass in der neuen Coordinaten-Bestimmung die Gleichung 
der Complex-Ginippe die frühere Form behält. Ist der Neigungswinkel der 
Axe OZ gegen die Ebene XV y, so tritt an die Stelle von /l nunmehr 

-.— , das heisst , der Abstand der Durehschnittspuncte der Axe Z mit den 
sm y ' ' ^ 

beiden Directricen vom Anfangspuncte der Coordinaten. 

Wir können endlich auch, ohne die Form der obigen Gleichung zu 

PiQcker, Geomelrie. 12 
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ändern, die beiden Axen OX imd OF in der Central - Ebene beliebig so an- 
nehmen, dass sie mit den Prqjectionen beider Directiicen vier Hannonicalen 
bilden. Die Axe OZ können wir als einen Haiiptdurchniesser, die Axen OÄ^ 
imd Or als zwei conjugirte Nebendnrehmesser der Congruenz bezeichnen. 
Die conjugirten Nel)endurelimesser l)leiben anch dann reell, wenn die beiden 
Directricen imaginär werden. 

Wir haben früher zwei conjiigii-te Congmenzen dadurch definirt, dass 
in denselben Axen und Nebenaxen dieselben sind, nur die durch den Scheitel 
der Axe gehenden Directricen ihi-e Richtungen gegenseitig vertauschen. Wir 
können an die Stelle der Axe der Congi'uenz in dieser Definition einen be- 
liebigen Diu'chmesser setzen. Dann hat eine Congiaienr unendlich viele con- 
jugirte: jedem Durchmesser derselben entspricht eine solche. 

80. Das Vorstehende enthält die vollständige Discussion der durch zwei- 
gliedrige Complex- Gruppen l)estimmten Congruenzen. Wir wollen in dem 
Folgenden an diese Discussion neue Betrachtungen anknüpfen, welche be- 
stimmt sind, von der Natur solcher Congi-uenzen ein anschauliches Bild 
zu geben. 

Im Anschluss an die G9. Nimnner stelle unter der Voraussetzmig recht- 
winkliger Coordinaten 

Ar + Bs — Da + Eq =- (107) 

einen deijenigen beiden Complexe J^esonderer Art dar, welche eine der beiden 
Directricen der Congiiienz zu Axen haben. Dann erhalten wir zur Bestim- 
mimg der Constanten dieser Gleichung neben den l)eiden Gleichungen (44) 
und (45) die folgende: 

AD + BE ^ 0. (lOS) 

Aus den beiden ersten Bedingungsgleichungen ergibt sich: 

^' = /^•tangM>, (109) 

aus (44) und (10«): 

£ = -^- (HO) 

Dividiren wir die l)eiden letzten (Tleichungen in einander und benlcksich- 
tigen (108), so ergibt sidi 

ir = % = tang-'t^. (111) 

Setzen wir /> = 1 , wonach ei*st ./, //, E absolute AVerthe erhalten, und 
berücksichtigen wir, dass für den Fall rec^Uer Directricen das Product: 
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(112) 
(113) 

(114) 
(115) 



(IIG) 



(117) 



ABC = z/-' taiig2# 
nach der 66, Nummer einen positiven Werth erhalten muss, so ergeben sieh 
die folgenden vier möglichen Constanten -Bestimmungen: 

J = — z/ tang fr , ^ = + ^, E = — fang fr, 

A =■- — A tang fr, B -= — J ^ E = -\- tang fr, 

J = + z/ tang fr, ^ =- + z/, E = + tang fr, 

J = + J tang fr, B =^ — J, E ^ — tang fr. 

Die beiden ersten Cbmbinationen , und ebenso die beiden letzten, lassen sich 
aus einander dadurch ableiten, dass man gleichzeitig die Vorzeichen von z/ 
mid tang fr ändert. Die ])eiden ersten Combinationen bestimmen also die 
fraglichen Complexe der einen, die beiden letzten der anderen von zvrei con- 
jugii-ten Congruenzen. Wii* können also, indem wir: 

S = cF — z/ tang fr • r — tang fr • 9 + zf .y = , 
S ^i ö — z/ tang fr • r + tang fr • 9 — /is = 
setzen, durch 

die Complex-Ginippe der einen Congruenz, indem wir: 

S^i = a + J tang fr • ;• + tang fr • 9 + z^ a- = , 1 
Si = o -{- jJ tang fr • r — tang fr • 9 — Js = I 

setzen, durch 

a + ftÄ; = (119) 

die Complex - Gruppe der conjugirten Congi-uenz darstellen. 

81. Es möchte vielleicht nicht unpassend sein,' auch noch auf directem 
Wege die vorstehenden Gleichungen abzuleiten. Unter Beibehaltimg der bis- 
herigen Coordinaten- Bestimmung seien die Gleichungen der beiden, als ge- 
geben betrachteten Directricen einer Congruenz: 

y == tang fr - x, z = 

1/ = — tang fr • .r, z 

Es handelt sich darum, die beiden Complexe besonderer Art zu bestimmen, 
deren Axen mit den beiden Directricen zusammenfallen. Verschieben wir 
die beiden Comjjlexe mit ihi*en Axen so, dass diese letztem in die mit der 
Central-Ebene der Congnienz zusammenfallende Coordinaten-Ebene AT rücken, 
so erhalten wir die Gleichungen der beiden Comijlexe in der nenen Lage 
unmittelbar, wenn wir in den Gleichungen der gegebenen Directricen .v mid ;/ 

mit Q lind o vertauschen. Auf diese Weise kommt: 

12* 



(118) 



= — ^. i 



(120) 
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a = — tang ^ • o. J 



I: } (116) 



tang d' ' Q, 

Wenn wir die Complexe wieder in ihre ursprüngliche Lage zurückfahren, 
haben wir in der Gleichung des ersten q und a mit 

Q -{- ^ ' r und a -}- ^ ' Sy 
in der Gleichung des zweiten mit 

Q — J ' ?' und a — J ' s 
zu vertauschen (Nr. 12.). Nach dieser Vertauschung ergibt sich: 

a — z/ tang d' - r — tang #• • 9 + z/ • ^ = 0, 
a — z/ tang #• • r + tang # • p — z/ • ,v = 0. 

Diese Gleichungen sind dieselben, die wir eben für die erste der beiden con- 
jugirten Congruenzen gefunden haben; die Gleichungen der zweiten erhalten 
wir durch Aenderung des Vorzeichens von tang #• (116), (118). 

82. Zur Bestimmimg der Congruenz können wir an die Stelle der beiden 
Complexe ß mid ß' die beiden Complexe S und fiT nehmen, und demnach 
dieselbe Complex - Gruppe , die wir früher durch die Gleichung: 

i2 + fiß' = (3) 

dargestellt haben, nunmehr diurch die Gleichung: 

S + ^.ff = (117) 

darstellen. Diese Gleichung wird, wenn wir entwickeln imd der Kürze wegen 

-1+^-^ (122) 

setzen : 

a — J tang »r — X (tang »• • 9 — ^ • .v) = 0. (123) 

Sie stellt, wenn wir für X nach einander alle möglichen Werthe einsetzen, 
die sammtüchen Complexe der zweigliedrigen Gruppe dar, durch welche die 
Congruenz bestimmt ist. 

Zu diesen Complexen gehören insbesondere zwei, den Werthen X = 
und X = 'X) entsprechend, welche, wenn wir der Kürze wegen: 

J tang » ^ /•" , 

tang^ 

setzen, durch die beiden Gleichungen: 

^>> = j^ a — k^r = 0, 

/i. = -\- Q + ko' s = (.) 
dai'gestellt werden. Die Parameter der beiden Complexe sind /'^ und Xo • Die 



(61) 
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Axen derselben fallen mit den beiden Nebenaxen der Congruenz zusanmien. 
Ihr Durchschnitt ist der Mittelpunet der Congruenz. Wir wollen sie, ihrer 
ausgezeichneten Beziehung zur Congruenz wegen, besonders hervorheben und 
die beiden Central-Complexe derselben nennen. 

Wenn die conjugirte Congruenz an die Stelle der gegebenen tritt , bleiben 
die Axen der beiden Central-Complexe , die mit den gemeinschaftlichen Neben- 
axen der beiden Congruenzen zusammenfallen, dieselben. Auch die absoluten 
Werthe ihrer beiden Parameter ändern sich nicht , nur ändert sich , in Folge 
der Zeichenänderung von tang *, gleichzeitig das Vorzeichen beider Parameter. 

Die Gleichung der Complexgruppe nimmt hiemach, wenn wir überdies 
noch der Kürze wegen: 

A tang & '-^ Au 
setzen, die folgende einfache Form an: 

ß« + Aoßo HZ {a — k^r) + Xo{Q + k^s) = 0. (12G) 

Es ist: 

X-^X-o = — ^-% ] 

^ = — tang^*, J 



und hiemach: 



k^-k. = ^ '^ 



^+x-„ 



sin & cos ©• sin 2ö' 
-2^ 



tang 2 ö- 
*"~*^ = —COS 2*. 



(128) 



Hier erhalten wir, zur Bestimmimg der Congruenz, ausser den sechs Con- 
stanten der Lage die beiden Parameter ihrer Central-Complexe. 

83. Wenn wir von den beiden Gleichungen: 

ß r-: Ar +Bs -Da +Eq =0, 
i2' :^ A'r + B's — D'ö + ETq = 0, ^ ^ 

dufch welche wir früher die Congruenz bestimmt haben, und zwischen deren 
Coefficienten , wenn die Nebenaxen der Congruenz zu Cooi*dinaten - Axen OX 
und OV genommen werden, die Relationen: 

ÄD — AD' = 0, 
RE — BE = 
bestehen, ausgehen, so können wir leicht daraus die Gleichung der beiden 
Central-Complexe ableiten. Zu diesem Ende brauchen wir bloss die beiden 
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Gleichungen von einander abzuziehen, nachdem wir zuvor einmal die erste 
dei'selben mit B\ die zweite mit B . das andere Mal die erste derselten mit 
Ä^ die zweite mit A miütiplicirt haben. Auf diese Weise kommt, wenn wir 
die voi-stehenden IJedingungs-Gleiehungen berücksichtigen: 

{ff n — BD')o + {ÄB — Aff)r = 0, 
{A'E—Aß')Q + {AB- AB')s = 0, 
wonach : 

~" ß'D — BD' \ 
Ä B— A B' 
Ä E—AK' 



A, = 



(129) 



84. Um imter den Complexen der zweigliedrigen Gruppe einen einzelnen 
zu bestimmen, den wir durch die Gleichmig: 

Ar + Bs— Da + Eq = 

dai^stellen wollen, müssen wir den Parameter dessell)en, X*, das z desjenigen 
Punctes, in welchem seine Axe die Axe OZ einschneidet, und den Winkel w 
kennen, den die Richtung dieser Axe mit der Richtung der Axe OX bildet. 
Wir können, bei der Bestinunung dieser Constanten, in gleich einfacher 
Weise einmal von den beiden Central -Complexen, das andere Mal von den 
beiden Directricen der Congi-uenz, als bekannt, ausgehen. Indem wir, dem 
entsprechend, die letzte Gleichmig einmal der Gleichung (12(>), das andere 
Mal der Gleichung (12^) identisch setzen, ergeben sich die folgenden Relationen: 

A ■- — /•" -= - z/tang t^, 

I) = - 1, 

E =--- ko ^ — A tang i^. 

Die allgemehien Gleichungen des vorigen Paragi'aphen (15), (16) und (53) er- 
geben für den fraglichen (^ompU^x, indem wir (''und /^gleich Null setzen: 

tang (.) -- ^^ , 

.iE- DD 

• '"■ E'z + />^ " ' 

AD+ DE 

E^ + ~D' 

Führen wir h\ /„ und Ao ein, so kommt: 

tang f.i == — Ao, 



(130) 
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^ = - J^JT i^' - ^■'>) , (133) 

^ - r-fV"- ' (1^4) 

und hieraus, wenn wir Xo eliminii-en : 

2 = (/-> — A'o) sine.) coso;, (135) 

X- = X-o cos^ (ü + A"' sin^ ro, (136) 

und schliesslich, nach Elimination von oj: 

22 + (X' — A-o) (A— X"o) = 0. (137) 

Wenn wir die Constanten der beiden Directricen einffthren, gehen die 
Gleichungen (135) und (136) in die folgenden ilber: 

'-^ünW ' . (138) 

Jedem Werthe von oj entspricht ein einziger Werth von z (135), (138) imd 
ein Werth des Complex- Parameters (136), (139). Da aber jedem Werthe 
von z zwei Richtungen der Complex- Axe und zwei Werthe von /:, die reell 
und imaginär sein können, entsprechen, so gibt es ein Maximum der Ent- 
fernung der Complex -Axen von der Central -Ebene. Für dieses Maximum gibt 

die Gleichung (138) unmittelbar, dem Winkel oj = ^ entsprechend: 

^ = m-^ = ^(^■'-'^-o)' (140) 

und gleichzeitig wird nach (136): 

85. Die Discussion der vorstehenden anal3^ischen Entwickelungen liefert 
eine Reihe von geometrischen Resultaten. 

Wir haben nach der 64. Nummer der Axe OX eine beliebige derjenigen 
beiden Richtungen gegeben, welche die von den beiden Directricen einer ge- 
gebenen Congnienz gebildeten spitzen und stumpfen Scheitelwinkel halbiren, 
und die positive Erstreckung dieser Axe beliebig angenommen. Den Winkel 
rechnen wir von der positiven Erstreckung der Axe OX nach der positiven 
Erstreckung der Axe OY, Indem wir durch 0^ die Richtung derjenigen der 
beiden Directricen bezeichnen , die einem positiven Z entspricht , ist hiernach 
die positive Ei-streckung von OY bestimmt. In der zwiefachen Coordinaten- 
Bestimmung tritt {^tc — #) an die Stelle von *, und demnach (124) vertauschen 
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sich die Werthe von h' und k^ gegenseitig unter Zeiehenwechsel. Wir wollen 
das Coordinatensystem so annehmen, dass OX die spitzen Scheitelwinkel, 
die in der Central - Ebene der Congruenz von den Projectionen der beiden 
Directricen gelrildet werden, halbirt. Dann ist (128) k^ positiv, k^ negativ, 
und , weil tang 29- > : 

/•o + Xo < 0. 
Der Parameter des Central -Compiexes, dessen Axe in OX föllt, ist k^ und 
jKisitiv, der Parameter des Central -Compiexes, dessen Axe \n 0¥ ftllt, ist 
/o und negativ. Absolut genommen ist der Werth des zweiten Parameters 
grösser als der Werth der ersten. 

Wir haben- froher bereits neben die gegebene Congruenz eine zweite 
gestellt ,, die wir die ihr conjugirte genannt haben (Nr. 69.), und die wir 
erhalten, wenn die beiden Parameter der Central - Complexe der gegebenen, 
/••' und X'o, gleichzeitig ihr Zeichen andern, oder, was dasselbe heisst, wenn 
A dassell)e bleibt imd i^ sein Zeichen wechselt. Neben die gegebene Con- 
gruenz stellt sich noch eine dritte, welche wir die ihi* adjungirte nennen 
wollen, und die man erhalt, wemi h^ und /o sich gegenseitig vertauschen 
und zugleich ihr Zeichen andern. Dies kommt nach (124) darauf hinaus, 

( ^ — %\ an die SteUe von 9- treten zu lassen. Endlich erhalten wir noch 

eine äderte Congruenz , welche von der gegebenen unmittelbar abhangt, wenn 
wir von der gegel)enen einmal die conjugirte, dann von dieser die adjungirte 
nehmen, was darauf hinauskommt, k^ und k^ ohne Zeichenwechsel zu ver- 
tauschen, oder, was dasselbe heLsst, \^ — ^j an die Stelle von * zusetzen. 

In unserer Annahme ist für die gegebene Congruenz 2 9- ein spitzer 
Winkel ; für die adjungirte Conginienz ist der entsprechende Winkel (n — 2 fr) 
ein stmnpfer. Bezeichnen wir zur Unterscheidung die Parameter der beiden 
(\»ntral - CV)mplexe der adjungirten Congi'uenz durch {¥) und (Xo), so ist: 

(/-) + (/o) > , 
und da (h) iK)sitiv, (^,) negativ ist, hat {k'') absolut einen grösseren Werth 
als (/•„). 

Dil» Axe, die Central -P]))ene und in ihr die l>eiden Nebenaxen, so Avie 
der A))stan(l der l)eiden Dirc^etricen von einander bleiben für sammtliche 
viiT C()ngi-uenz(»n dieselben. 

S(i. Wenn wir die C(M)rdinaten irgend eines Pmictes auf der Axe irgend 
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eines Complexes der zweigliedrigen Gruppe durch x, y, z bezeichnen, so ist: 

cos^ CO = -^ .— ö- > sin- €0 = 



x'^ + y'^ x'^ + 1/ 

wonach die Gleichung (135) in die folgende übergeht: 

(.r^ -l/')z± {Ao — ko) xy = 0. (142) 

Diese Gleichung stellt diejenige Linienfläche dar, die von den Axen der 
Complexe der zweigliedrigen Gruppe, durch welche die Congruenz bestimmt 
ist, gebildet wird. 

Je nachdem wir in der vorstehenden Gleichung das eine oder das andere 
der beiden Vorzeichen nehmen, bezieht sie sich auf die gegebene oder die 
dieser conjugirte Congruenz. Soll sie sich auf die gegebene beziehen, so 
muss , der gemachten Coordinaten-Bestimmung gemäss , nach welcher {k^ — /cq) 

positiv ist, wenn wu* — gleich der Tangente des Winkels #•, also positiv, 

nehmen , auch der Werth von z positiv , = + ^ , werden. Wir müssen also 
das untere Zeichen wählen und erhalten: 

(.^.2 +y^)z- {k^ - X-o) xy = 0. (143) 

Die einzige Constante, welche in dieser Gleichung vorkommt, {k^ — /o), ist 
die Summe der absoluten Werthe der Parameter der Central -Complexe. Diese 
Summe ist aber auch (140) das Doppelte des Maximum von z, also gleich 
der Höhe h der Fläche, die von zwei Ebenen eingeschlossen ist, in deren 
Mitte die Central - Ebene hindurchgeht. Die Fläche wird von jeder zwischen- 
liegenden Ebene in zwei geraden Linien geschnitten, welche in der Central- 
Ebene, indem sie mit den beiden Axen der Central -Complexe zusammen- 
fallen , auf einander senkrecht stehen. Wenn sich die schneidende Ebene von 
der Central - Ebene nach der positiven Seite entfernt, wird der Winkel, wel- 
chen sie mit einander bilden, immer kleiner, bis er, in der einen Gränz- 

Ebene, für w = x? verschwindet, und demnach die beiden Linien in eine 

einzige zusammenfallen. Wenn sich die schneidende Ebene von der Central- 
Ebene nach der negativen Seite entfernt, wird der Winkel, den die beiden 
Durchschnittslinien mit einander bilden, ein stumpfer, bis derselbe in der 

anderen Gränz -Ebene, oj = — ^r entsprechend, gleich :r wird und demnach 

die beiden Durchschnittshnien wieder zusammenfallen. Die Gleichung. (135) 
zeigt, dass die Linien, welche den Winkel der beiden Durchschnittslinien 
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in einer beliebigen, der Central - Ebene parallelen, Ebene halbiren, in den- 
jenigen beiden Ebenen liegen, welche mit den Coordinaten-Ebenen XZy ¥ Z 
gleiche Winkel bilden.*) 

Da die gegebene Congruenz von zwei Constanten k^ und A-o, die frag- 
liche Fläche aber nur von einer Constanten, der Differenz jener beiden, 
abhängt, so steht diese Fläche zu unendlich vielen Congruenzen in der glei- 
chen Beziehung, dass sie der geometrische Ort der bezüglichen Complex- 
Axen ist. Unter diesen Congruenzen befindet sich auch die der gegebenen 
adjungirte; denn wir können k^ und X*o unter Zeichen Wechsel vertaasehen, 
ohne dass die Gleichung der Fläche sich ändert. Diese Fläche steht also 
in derselben Beziehung zu* der gegebenen Congruenz und der ihr adjiin- 
girten. 

87. Wir wollen die Complexe der zweigliedrigen Gruppe dadurch geo- 
metrisch bestimmen, dass wir auf den Axen derselben, welche sämmtlieh 
OZ schneiden, von dieser Axe aus die entsprechenden Parameter unter Be- 
rücksichtigung des Vorzeichens, auftragen. Dann erhalten wir eine der in 
der vorigen Nummer betrachteten Linienfläche aufgeschriebene Curve, durch 
welche die ganze zweigliedrige Complexgruppe bestimmt wird. Wir wollen 
diese Curve die characteristische Curve der Congruenz nennen. 
Es genügt, die Projection dieser CmTe auf die Coordinaten-Ebene XY zu 
kennen: jedem Pimcte der Projection entspricht ein einziger reeller Punct 
der Fläche. 

Die Gleichimg (136) ist, in Polar- Coordinaten, die Gleichung dieser 
Projection, wenn wir in ihr k als Leiistrahl imd gleichzeitig mit oj als 
veränderlich betrachten. Diese Gleichung geht, wenn wir: 

t k = + V .1-2 + y'-J, cos 0} = -^- j sm co = -^ 

setzen, in die folgende über: 

(A' + !/')' = (^"^1" + ^'o!/'y, (144) 

und stellt dann die projicirte Curve in gewöhnlichen Punct -Coordinaten 
dar. Diese Gleichung bleibt dieselbe, weim wir die Zeichen von A-^ und Xo 
gleichzeitig ändern. Die durch die Gleichung dargestellte Curve steht also 
in gleicher Beziehung zu der gegebenen Congruenz und der ihr conjugirten. 



*; Für die geometrische Anschauung bieten Modelle, die ich von dieser und ähnlichen Flächen 
hulie anfertigen lassen, grosse Erleichtenmg. 
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Sie besteht, (Figur 7), aus vier paarweise gleichen 
Schleifen, die innerhalb der vier von den Projectionen der 
beiden Directricen gebildeten Scheitelwinkel liegen. 

88. Die Gleichung (137) liefert, wenn wir sie in 
derselben Weise behandeln, wie in der vorigen Nummer 
die Gleichung (136), eine neue Fläche, welche durch die 
eben bestimmte Curve doppelter Krümmung geht. Diese 
Gleichung formt sich in die folgende um: 

Gt'- + y' + z' + f^^hy = (/-^ + Xo)^ (.r' + y'), (145) 
und stellt eine Fläche vierter Ordnung dar. Diese Fläche 
ist eine Umdrehungsfläche, deren Axe OZ ist. Für die Meridian-Curve der- 
selben in der Ebene A'Z erhalten wir, indem wir y verschwinden lassen: 

Cr2 + z2 + A-oA'oy = {A^ + A'oY .rS 

und, wenn wir entwickeln: 




.. + (.r + ^-^y 



= i^^^^y. 



Diese Gleichung steUt ein System zweier Kreise dar, deren beiderseitiger 
Badius : 

i (X-^ — X'o) = h (146) 

ist, und deren Mittelpuncte auf der Axe OX von der Axe OZ nach ent- 
gegengesetzter Seite den Abstand: 

-iCX-^ + Z-o) ^ c (147) 

haben. Die beiden Kreise schneiden sich auf OZ in denjenigen beiden 
Pimcten, in welchen diese Axe von den beiden Directricen geschnitten 
wird. *) 

Die neue Fläche wird also dm-ch Umdrehen eines Kreises um die Axe 
der Congruenz erzeugt. Der Radius desselben ist gleich der halben Höhe 
der Linienfläche (142). Sein Mittelpunct liegt in der Central - Ebene und 
dessen Abstand von der Axe OZ ist dem Parameter desjenigen Complexes 
gleich, dessen Axe in die Begränzungs-Ebene der Linienfläche (142) fällt. 
Die Rotationsfläche liegt ganz zwischen denselben Ebenen und wird von 
jeder derselben nach dem Umfange eines Kreises berührt. 



*) Wir können beiläufig bemerken, dass die Durchschnittspuncte der beiden Directricen mit der 
Axe der Congruenz die beiden Brennpuncte eines Rotations-EUipsoids sind, dessen Mittelpunct mit 
dem Mittelpuncte der Congruenz zusammenfilllt, dessen Rotationsaxe in OZ liegt und gleich h ist, 
während der Radius seines Aequatorialkreises den Werth c hat. 

13* 
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Die Gleichung (145) bleibt ungeändert dieselbe, sowohl wenn k^ und k^ 
sich gegenseitig vertauschen, als auch, wenn beide Constanten gleichzeitig 
ihr Zeichen ändern. Die Rotationsfläche bezieht sich also gleichzeitig auf 
die gegebene Congruenz, die ihr conjugirte, die ihr adjungirte und diejenige, 
welche der ihr conjugirten adjungirt ist. 

89. Wir erhalten, wenn wir zusammenfassen, die folgende Bestimmung 
der Axen der zweigliedrigen Complexgruppe , durch welche die gegebene 

Congruenz bestimmt wird. Wir haben vorausgesetzt , dass ^ < -^- • Wir 

wollen von dem Werthe oj = ausgehen , wo die Complexaxe in der Central- 
ebene liegt und der Complex-Parameter sein positives Maximum k'^ erreicht. 
Wenn « von bis + 9- wächst , entfernt sich die Complexaxe von der Central- 
ebene auf der positiven Seite derselben, während der Complex-Parameter ab- 

nimmt. Wenn oj durch 9- hindurch bis - , wächst, wächst r, der Abstand 

von der Centralebene , durch /J hindurchgehend, wo die Complexaxe mit einer 
Directrix der Congruenz zusammenfällt, bis er sein Maximum i (X*^* — k^--.h 
eiTeicht, während der Complex-Parameter, diuxli Null hindurchgehend, ne- 
gative Werthe erhält und an der Gränze gleich i {k^ + /o) := c wird. Fährt 

die Complexaxe fort, sich um OZ zu drehen, von oj = -, bis oj = o-, so 

nähert sich dieselbe wieder der Centralebene, während der negative Werth 
des Complex-Parameters wächst, bis er in dieser Ebene das Maximum X'o 

7t 3 'T 

erreicht. Dauert die Drehung von f.; = - ,^ bis rj = - ' fort , so entfernt 

sich die Axe wieder von der Centralebene auf der negativen Seite derselben, 
l)is an der Grenze z sein negatives Maximum ( — //) eiTeicht, während der 
negative Werth des Complex-Parameters abnimmt und an der Gränze den 

Werth c erhält. Bei der Drehung von oj = * bis r.; = nr — 0- nähert sich 

die Axe wieder der Centralebene, bis sie, z = — // entsprechend, mit der 
zweiten Directrix der Congruenz zusammenfällt, während der negative 
Complex-Parameter bis zum Vei'schwinden abnimmt. Vollendet die Axe ihre 
Drdumg um OZ^ indem oj von (nr — {^) bis .-r wächst, so nähert sie sich 
weder der Centralebene, bis sie wieder die Lage annimmt, von der wir 
ausgegangen sind, während der Complex-Parameter, der sein Zeichen geän- 
dert, wächst und in der Centralebene wiederum sein positives Maximum 
envicht. 
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(149) 



(150) 



90. Um .vollständige Sjmimetrie in diesen Untersuchungen zu erzielen, 
müssen wir die gegebene Congruenz gleichzeitig mit den genannten drei 
anderen betrachten , die unmittelbar von ihr abhängen. Das fordert zunächst, 
dass wir auf die beiden Linienflächen Rücksicht nehmen, welche, bei dem 
doppelten Vorzeichen, durch die Gleichung (142) bestimmt werden. Das 
System dieser beiden Flächen können wir durch die einzige Gleichung: 

(.^'- + y^Y 2« = (X-o — koY x^ if (148) 

darstellen. 

Der vollständige Durchschnitt der Rotationsfläche (145) mit den beiden 
Linienflächen zerfällt in zwei algebraische Raumcurven, von denen eine auf 
jeder dieser beiden Flächen liegt. Die Projectionen der beiden räimüichen 
Durchschnitts-Curven auf die Centralebene decken sich und lösen sich dabei 
in zwei Curven sechsten Grades auf, von welchen eine durch die frühere 
Gleichung : 

die andere durch die folgende: 

{x^ + y^Y = (^0 .^•- + k^ y^Y 

dargestellt wird. In der bisherigen Voraussetzung 
reeller Directricen besteht jede der beiden Cur- 
ven (Figur 8) aus vier Schleifen , die im Anfangs- 
puncte der Coordinaten einen vierfachen Punct 
bilden. Wenn man eine der beiden Curven in 
ihrer Ebene um den Anfangspunct durch einen 

Winkel -^ dreht, so erhält man die andere. 

Die characteristische Curve der gegebenen 
Congruenz liegt auf .der ersten Linienfläche (142), 
bildet aber auf derselben keinen vollständigen, in 
sich abgeschlossenen Zug. Die Projection derselben auf die Centralebene der 
Congruenz bildet nur die eine Hälfte AOBOC der Curve (149). Sie ist 
durch zwei Puncte begränzt, die auf OX auf beiden Seiten des Anfangs- 
punctes in gleichem Abstände von demselben liegen. 

Die characteristische Curve der adjungirten Congruenz liegt auf der- 
selben Linienfläche, ihre Projection ist die eine Hälfte A'OffOC der Curve 
(150). Sie bricht, analog wie die vorige, in zwei Puncten von OX ab. 

Die characteristische Curve der conjugirten Congruenz liegt auf der 




Figur 8. 
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zweiten Liuienfläche (142). Ihre Projection bildet die eine Hälfte CODOA 
der Curve (149), welche die Projection der characteristischen Curve der ge- 
gebenen Congruenz zu der vollständigen Curve (149) ergänzt. Die beiden 
characteristischen Curven brechen auf OX in denselben beiden Puncten A 
und I) ab. 

Die characteristische Curve der conjugirt-adjungirten Congruenz 
liegt auf der zweiten Linienfläche und ihre Projection bildet die zweite 
Hälfte COD'OÄ der Curve (150), welche die Projection der characteristi- 
schen Curve der adjungirten Congruenz zu der vollständigen algebraischen 
Curve ergänzt. 

Der projicirende Cy linder, der die Centralebene in der Curve (149) 
schneidet, schneidet die erste Linienfläche in einer in sich geschlossenen 
Curve, die aus zwei Theilen besteht, der characteristischen Curve der ge- 
gebenen Congiiienz und dem Spiegelbilde der characteristischen Curve der 
conjugirten Congruenz, genommen in Beziehung auf die Centralebene. 

Ebenso bilden auf der zweiten Linienfläche die characteristische Curve 
der conjugirten Congruenz und das Spiegelbild der characteristischen Curve 
der gegebenen Congruenz eine in sich geschlossene Curve, welche, wie die 
vorhergehende, die Curve (149) zur Projection hat. 

Der zweite projicirende Cy linder, welcher die Centralebene in der Curve 
(150) schneidet, schneidet die erste Linienfläche in einer in sich geschlosse- 
nen Curve, die aus zwei Theilen besteht, der characteiistischen Curve der 
adjungirten Congruenz und dem Spiegell)ilde der characteristischen Curve 
der conjugirt-adjungirten. 

Ebenso bilden auf der zweiten Linienfläche die characteristische Curve 
der conjugii^t-adjungirten Congi'uenz und das Spiegelbild der characteristischen 
CmTe der adjungirten C'Ongruenz eine in sich geschlossene Curve, welche, 
w^ie die vorhergehende, die Curve (150) zur Projection hat. 

Die so bestimmten vier in sich geschlossenen Curven bilden den voll- 
ständigen reellen Theil algebraischer RaumcmTen. Jede derselben hat zwei 
Doppelpuncte , die auf der gemeinschaftlichen Axe der \^er Congruenzen in 
diejenigen beiden Pimcte fallen, in welchen diese Axe von den Directricen 
der Congruenzen geschnitten werden. In diesen beiden Puncten wird jede 
Eaumcurve in vier Zweige getheilt, sodass Avir im Ganzen sechszehn solcher 
Curvenzw^eige erhalten, welche sänrnitlich in den beiden Puncten der Axe 
aiLslaufen. Die acht Curvenzweige auf der einen Linienfläche haben mit 
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den acht Curvenzweigen auf der zweiten Linienfläche die acht Schleifen der 
beiden Curven (149) und (150) zur gemeinschaftlichen Projection. Diejenigen 
Curvenzweige , welche die grossen Schleifen zur Projection haben, schneiden 
die Grftnzlinien der beiden Linienflachen in Puncten, die gleichen Abstand 
von der Axe haben; diejenigen Curvenzweige, deren Projectionen die kleine- 
ren Ovale sind, schneiden die Axe nicht. 

Die vier in sich geschlossenen Curven liegen vollständig auf der durch 
die Gleichung (145) dargestellten Rotationsfläche. 

91. Gehen wir von einer gegebenen Linienfläche (143) aus, so können 
wir auf ihr die characteristischen Curven unendlich vieler Congruenzen auf- 
tragen. Jede dieser Curven ist durch den Durchschnitt mit einer Rotations- 
fläche bestimmt, welche mit der Linienfläche zwischen denselben Gränz- 
ebenen eingeschlossen ist. Diese Gränzebenen berühren die Linienfläche je 
in einer geraden Linie, die Rotationsfläche je in einem Kreise. Die Rich- 
tungen der beiden Berührungslinien, welche die Axe OZ schneiden, stehen 
auf einander senkrecht; die beiden Berührungskreise haben ihren Mittelpunct 
auf der Axe und ihre Radien sind einander gleich. Die einzelne Rotations- 
fläche ist durch diesen Radius vollkommen bestimmt. Dieser Radius ist 
gleich dem Abstände des Mittelpunctes desjenigen Kreises, welcher durch 
seine Umdrehung um Z die Rotationsfläche erzeugt , von dieser Axe. Geben 
wir dem Mittelpuncte dieses Kreises , dessen Radius sich immer gleich bleibt, 
in der Centralebene nach einander alle möglichen Abstände von der Axe ÖZ, 
so erhalten wir alle mögüchen Rotationsflächen und, jeder derselben ent- 
sprechend, eine Congruenz. 

Wenn wir die frühere Bezeichnung beibehalten , ändert sich die Differenz 
der Parameter der beiden Central-Complexe nicht, es ist: 

/co — ko = 2h, (151) 

während die Summe dieser Constanten von einer Congruenz zur andern sich 
so ändert, dass 

ko + x-o = — 2c. (152) 

Hiemach ist: 

k^ = k — c, A-o = — (Ä + f), (153) 

z/2 = — /:oX-o = Ä2 — c^, (154) 

Wenn wir also für die Constante c, durch welche die jedesmalige Rotations- 
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flache bestimmt ist, nach einander alle möglichen positiven Werthe nehmen, 
so entspricht jedem Werthe dieser Constanten auf der g^ebenen Linienfläche 
eine characteristische Curve. Die den jedesmaligen adjungirten Congruenzen 
entsprechenden Curven besitzen dieselben absoluten, aber mit dem entgegen- 
gesetzten Zeichen genommenen Werthe von i\ 

92. Wenn r = 0, so kommt: 

k^ = — k^ = h = /i, tangs # = 1. (156) 

Dann iiegen die beiden Directricen in den Ebenen, welche die Linienflftche 
begränzen und haben den grösstmöglichsten Abstand von der Centralebene. 
Ihre beiden Richtungen stehen auf einander senkrecht und sind für die beiden 
adjungirten Congruenzen dieselben. Die Gleichung der Rotationsfläche wird 
in diesem Falle: 

.^'' + //' + ^' = h\ (157) 

Wenn c wächst, nimmt der absolute Werth des negativen k^ zu, des 
positiven k^ ab. Dann nimmt der Abstand der beiden Directricen von der 
Centralebene ab und der Winkel, welchen die beiden Richtungen derselben 
mit einander bilden, entfernen sich immer mehr von rechten Winkeln. In- 
nerhalb der Gränzen 2 h und können wir den Abstand der beiden Direc- 
tricen einer Congnienz von einander beliebig annehmen. Der die Rotations- 
fläche erzeugende KreLs schneidet alsdann die Rotationsaxe in zwei reellen 
Pmicten. 

An der Gränze r = ä ist: 

X-o = 0, X'o = — 2//, z/ = 0, tang # = 0. (158) 

Der Parameter eines der beiden Central-Complexe ist gleich Null. Die beiden 
Directricen der Congruenz fallen in der Axe OX zusammen. Der die Rota- 
tionsfläche erzeugende Kreis berührt die Rotationsaxe OZ m dem Anfangs- 
puncte der Coordinaten 0. Die Gleichung der Rotationsfläche wird: 

(.r^ +y' + z^Y' = Ä^ Cr« + y% (159) 

Die characteristische Curve bestimmt nach wie vor die Parameter und die 
Axenlagen unendlich vieler Complexe. Dies ist der erste in Nr. 68. behan- 
delte Fall. 

Wenn r > ä, wird k^ negativ, wie es X*o ist. Die beiden Directricen 
der Congruenz , wie ihrer a^ungirten, werden imaginär; weder ihre Richtung, 
noch ihr Durchschnitt mit OZ bleibt reell. Die Rotationsfläche bildet, wäh- 
rend der eraeugende Kreis die Axe OZ nicht schneidet, einen vollständigen 
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King, ihre Durchschnittscurve mit der Linienfläche zieht sich um diese Axe, 
ohne dieselbe zu schneiden. 

Wenn der absolute Werth des negativ gewordenen k^ wächst, nimmt 
c^ die Entfernung des Mittelpunctes des erzeugenden Kreises, immer mehr 
zu, während das Verhältniss der beiden Parameter der Central-Complexe der 
Congruenz sich der Einheit nähert. An der Gränze ist: 

tang««- = — 1. (160) 

93. Ein ungemein einfaches Verfahren, die characteristischen Curven 
der sämmtlichen Congruenzen auf die gegebene Linienfläche aufzutragen, 
können wir der Gleichung: 

z2 _j_ (^ _ /cS) (X- _ X^,) = (137) 

entnehmen. Beim TJebergange von einer characteristischen Curve zur an- 
deren wachsen die beiden Constanten k^ imd ko um dieselbe Grösse. Hierbei 
wird, welches auch der Werth von z sein mag, die vorstehende Gleichung 
immer befriedigt, wenn die Veränderliche k denselben Zuwachs erhält. 

Es sei hiemach irgend eine der Linienfläche aufgeschriebene, characte- 
ris tische Curve gegeben; und für diese können wir insbesondere diejenige 
nehmen, nach welcher die Linienfläche von einer Kugel geschnitten wird, 
die die Höhe derselben zu ihrem Durchmesser und den Mittelpunct derselben 
auch zu dem ihrigen hat. Dann erhalten wir nach einander alle characte- 
ristischen Curven, wenn wir alle Durchschnittspuncte der gegebenen Curve 
mit den Erzeugenden der Linienfläche auf diesen Erzeugenden der Axe um 
ein constantes Stück sich nähern oder von ihr sich entfernen lassen. 

Zu derselben Construction gelangen wir auf geometrischem Wege, wenn 
wir erwägen, dass eine characteristische Curve der geometrische Ort der- 
jenigen Puncte ist, in welchen die Erzeugenden der Fläche von dem die 
Rotationsfläche beschreibenden Kreise geschnitten werden, und dass von 
einer characteristischen Curve zur anderen der Mittelpunct dieses Kreises, 
dessen Ebene durch OZ geht, der Axe OZ sich nähert oder von ihr sich 
entfernt. 

94. Wenn wir die characteristische Curve zweier conjugirten Congruenzen 
für den Fall, dass die Rotationsfläche mit einer Kugeloberfläche zusammen- 
fällt, auf die Central-Ebene projiciren, so erhalten wir für die Projection die 
Gleichung : 

{x^ + y^Y = h^ [x^ — y^y. (161) 

Die projicirte Curve hat, wie die allgemeinen Curven (149) oder (150), im 

Plücker, Geomelrie. 3.4 



106 — 




Anfangspuncte einen vierfachen Punct; die vier Schleifen, ans denen sie be- 
steht, sind gleich. Bei unserer Annahme fallen die beiden Curven (149) und 
(150) in die eine (161) zusammen (Figur 9). 

An dem zweiten Uebergange (Figur 10), wo 
die beiden Dii-ectricen in OX zusammenfallen, gehen 
die beiden Gleichungen (149) und (150) in die fol- 
genden über: 

(.^2 + y2)3 = 4Ä«yS (162) 

(.t.2 _J. y2)3 = 4/^2,^.1. (163) 

Wenn der Werth von #, dem entsprechend, 
Figur 9. dass r bis + // wächst , sich allmählich von -r ent- 

fernt, indem er einmal bis zum Verschwinden abnimmt, das andere Mal 
sich -^ nähert, verschwinden allmählich zwei Schleifen der Curve (161), in- 
dem die Puncte, in welchen einmal die Axe OX^ das andere Mal die Axe 

OY von denselben geschnitten wird, 
dem Puncte immer näher rücken, 
während zugleich ihre in sich schnei- 
denden Tangenten immer mehr sich 
der bezüglichen Coordinaten- Axe nähern 
und an der Gränze mit derselben zu- 
sammenfallen. Dann besteht die Curve 
aus zwei gleichen Ovalen, welche eine 
der beiden Nebenaxen auf entgegen- 
gesetzter Seite berühi-en. 

Wenn endlich c über h hinaus- 
wächst und 8^ imaginär wird, zieht 
sich dieselbe um den Anfangspunct 
herum, in welchem nunmehr 4 iso- 
lirte Punkte derselben zusammen- 
fallen (IV^- 11). 





Figur 11. 



Die Curven, welche überhaupt durch jede der beiden Gleichimgen (149) 
und (150) l)ei verschiedener Annahme der Constanten dargestellt werden, er- 
geben sich, wie die räumlichen Curven, deren R-qjectionen sie sind, sämmt- 
lich, wenn eine derselben gegeben ist. Wenn wir in der Gleichung: 
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k = X-ocos^oj + X'o sin«ö (136) 

k als Leitstrahl betrachten, so ist diese Gleichung die Gleichung in Polar- 
Coordinaten derselben Curve, die wir frilher durch die Gleichung (149) dar- 
gestellt haben. Durch bestimmte Werthe von k^ und k^ ist eine dieser 
Curven gegeben, und wir erhalten alle übrigen, wenn wir diese Constanten 
um dieselbe Grösse d wachsen lassen. Dann aber kommt: 

X: + d = (>t« + 6) cos-*03 + (>?-o + 6) sinHj, (164) 

d. h. von einer Curve' zur andern wachsen alle Leitstrahlen um rf. 
Die Gleichung der Curve (162) wird in Polar-Coordinaten : 

k = 2Äsin2w, (165) 

wonach diese C!urve auf ausserordentlich einfache Weise mit Hülfe eines 
Kreises mit dem Durchmesser 2 h construirt werden kann. Damit ist also 
die Construction aller Curven (149) und (150) gegeben. 

95. Es ist die Discussion der Complexe einer zweigliedrigen Gruppe: 

£1 + (iß' = 
für denjenigen Fall noch rückständig, dass durch diese Gruppe eine parabo- 
lische. Congruenz bestimmt wird. Zur Bestimmung einer solchen Congruenz 
ist es hinreichend, ihre einzige Directrix imd eine Ebene zu kennen, welcher 
alle Linien derselben parallel sind. Wir wollen die Directrix als Coordinaten- 
Axe X nehmen. Dann befindet sich imter den Complexen der Gruppe einer, 
dessen Gleichimg ist: 

(> = 0. (166) 

Wir wollen femer die C!oordinaten-Ebene ZX durch ÖJT so legen, dass sie 
auf der Ebene , der alle Linien der Congruenz parallel sind , senkrecht steht. 
Dann können wir der Gleichung dieser Ebene die folgende Form geben: 

.r + Az = 0, (167) 

wobei X eine gegebene C!onstante bedeutet. Hiemach erhalten wir: 

r + A = 0, (168) 

um einen Complex auszudrücken, der aus Linien besteht, die alle der frag- 
lichen Ebene parallel sind, dem also ebenfalls die Congruenz angehört. 

Ladem wir die beiden so bestimmten (Komplexe für £1 und ß' nehmen, 
erhalten wir für die Gleichung der Gruppe: 

^ + (^ (^ + ^) =• 0. (169) 

Diese Gleichung sagt aus, dass alle Linien der parabolischen Congruenz die 
Axe OX schneiden und der Ebene (167) parallel sind. 

Die Axen der verschiedenen (Komplexe, welche die parabolische Con- 

14* 
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gruenz bilden, liegen sämmtlich in der Ebene XF und schneiden in dieser 
Ebene (Nr. 31.) von der Axe OF ein Stück 

!/ = -iiX (170) 

ab. Der bezügliche Parameter ist: 

A- = - jt, (171) 

lind hiemach: 

?j = XA' (172) 

die Gleichung der characteristischen Curve der parabolischen Congruenz. 
Diese Gleichung stellt, wenn wir /• von OF aus auf die C!omplex- Axen , also 
als Xy auftragen, eine gerade Linie in ÄF dar, welche mit OÄ denselben 
Winkel bildet, wie die Ebene (167) mit der Coordinaten-Ebene FZ. 

96. Im Anschluss an die geometrischen Betrachtungen der 79. Nummer 
lassen wir, analog wie es in der 46. Nummer für einen einzelnen Complex 
geschehen ist, noch einige analytische Ent Wickelungen folgen, die bezwecken, 
die Gleichung einer Congruenz auch in schiefwinkligen Coordinaten auf ihren 
einfachsten Ausdruck zu führen. Es seien: 

a — A-or = 0, 9 + ^0.9 = (173) 

die beiden Central-Complexe , durch welche eine Congruenz in rechtvdnkligen 
Coordinaten bestimmt wird. Wir wollen den Anfangspunct in der Central- 
Ebene in einen beliebigen Rmct (.^•^, y^) verlegen. Verschieben wir zu die- 
sem Ende das Coordinaten-System parallel mit sich selbst zuerst; in der 
Richtung von OF um ein Stück y^, so bleibt die Gleichung des zweiten 
(Itomplexes, der OF zur Axe hat, unverändert, während die Gleichung des 
ersten Complexes in die folgende übergeht: 

o— -.-.^ •/•= 0, (174) 

sm o'' ' ^ ^ 

wobei 

y« sm d^ — Ä-o cos fJ« = 0. (175) 

Durch diese Verschiebung ist die Axe OX ein Durchmesser der ersten Con- 
gruenz geblieben. Dadurch , dass wir die Axe OZ in der Ebene ÄZ um F 
so drehen, dass OX mit OZ in der neuen Lage den Winkel d^ bildet, wird 
FZ die dem Durchmesser OX zugeordnete Ebene und d^ ist der Neigungs- 
winkel des Durchmessers gegen seine zugeordnete Ebene. Der Winkel FOZ 
ist ein rechter geblieben. 

Wenn wir hiernach das Axen-System parallel mit OX um eine Strecke 
.lo vei-schieben, so bleibt die Gleichung des ersten Complexes (173) unver- 



l ' (178) 
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ändert, während die Gleichung des zweiten Complexes in die folgende 
übergeht : 

9 + -V • * = 0, (176) 

^ • Sin Oo ' ^ ^ 

wobei 

:ro sin rfo + ^o cos do = 0. (177) 

Der Winkel rfo ist hier der Neigungs- Winkel von Y gegen XZ^ also des in 
ÖJ^ fallenden Durchmessers des Complexes gegen seine zugeordnete Ebene. 
Der Winkel XOZ ist ein rechter geblieben. 

Die Gleichungen der beiden Ebenen, welche in den beiden Complexen 
OJT, dem Durchmesser des ersten, und OY^ dem Durchmesser des zweiten 
Complexes, zugeordnet sind, haben zu Gleichungen: 

X = cotg rfo 

y = cotg 

Nehmen wir endlich fdr die Axe OZ die Durchschnittslinie der beiden zu- 
geordneten Ebenen, so sind in der analytischen Darstellung die beiden Axen 
in den OX und OY conjugirten Ebenen YZ und XZ nicht mehr auf ein- 
ander senkrecht. Bezeichnen wir die Winkel YOZ und XOZ durch t^ und 
6o, so ist: 

sin 6^ sin h^ = sin rfo sin eo = sin rf, (179) 

indem wir durch 6 den Neigungs -Winkel der neuen Axe OZ gegen XY 
bezeichnen. 

Nehmen wir also für OX und OY , indem wir die ursprünglichen Coor- 
dinaten-Axen parallel mit sich verschieben, statt der beiden Axen der Central- 
Complexe irgend zwei Durchmesser derselben und füi* OZ den Durchschnitt 
zweier Ebenen, die diesen Durchmessern zugeordnet sind, so werden die 
Gleichungen dieser Complexe: 

(T ;^.r=0, 9 + -io .^=0, (180) 

sin o ' ^ ' sm o ^ ^ ' 

und dieselbe Congruenz, die früher durch die Gleichung: 

(p — h'r) + ft(9 + X-o^) = 
bestimmt wurde, bestimmt sich nun durch die Gleichung von ganz gleicher 
Form: 

in dem neuen Coordinaten-Systeme. 
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1)7. Eliniiniren wir mittelst (175) und (177) aus (178) cotg rfo und 
cotg do, so kommt: 

y_ = _ ^^^" 
oder 

k^ 

tang a • tang «' = ——, (182) 

wenn a und a die Winkel sind, welche einerseits die Linie, welche den 
neuen Anfangspunct mit dem alten verbindet, und andererseits die Pro- 
jection des neuen Hauptdurchmessers der Congruenz mit der Axe OX bilden. 
Wenn insbesondere k^ = k^^ stehen die beiden Linien für jede Aenderung 
des Anfangspunctes auf einander senkrecht. 
Wir haben: 

sm ö — -|-_j_^.Qtg,^o_j_ cotg2tf„ ' 
mithin : 

whd = 1 + cotg^ d« + cotg^ do, 
und nach Bei^tlcksichtigung von (175) und (177): 

:' . «/"2 1 



oder : 



Es folgt hieraus, dass d constant ist, wenn der neue Anfangspunct in der 
Central-Ebene auf einer Ellipse angenommen wird, deren in OX und OT 
fallende Axen sich wie k^^ zu k^ verhalten. 

Diejenigen Hauptdurchmesser einer Congruenz, welche gleich 
gegen die Central-Ebene geneigt sind, schneiden diese Ebene in 
den Puncten einer Ellipse. 

ys. Durch zwei imaginäre Complexe ist eine imaginäre Congruenz 
gegeben. Wir wollen, unter der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten- 
Axen, die Gleichung: 

{ö - k,rV - 1) +{«(? + k,sV - 1) = (185) 

für das SjTnbol einer aolchen Congruenz nehmen. Diese Gleichung geht, 
wenn wir gleichzeitig das Zeichen von k^ und X*2 ändern, in die folgende 
über : 

((j + k,rf/ - 1 ) + (i (.V — k,s // - - 1 ) = 0. (186) 
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Sie bezieht sich dann noch auf eine zweite immaginäre Congruenz. Die 
beiden Congruenzen bezeichnen wir, nach Analogie mit dem Früheren, als 
zwei conjugirte imaginäre Congruenzen. Die Gleichungen der beiden Congruen- 
zen können in die folgende quadratische Gleichung zusammengezogen werden : 

((T + iiqY + (X'xr — ^A'^sY = 0. (187) 

Die beiden Central-Complexe beider Congruenzen sind: 

ö + A\rV'—~l = 0, Q + A2sV~—J = 0. 

Die beiden Congruenzen haben eine reelle gemeinschaftliche Hauptaxe und 
zwei gemeinschaftliche reelle Nebenaxen. Für beide ist der Abstand der 
beiden Directricen von einander und der Winkel , den die beiden Directricen 
bilden, gleich. Wenn wir jenen Abstand z/ und diesen Winkel d- nennen, 
so haben wir nach der 82. Nummer: 

Wenn A'i und A im Zeichen übereinstimmei^, ist J reell imd tang 4)* 
imaginär. Dann schneiden die beiden Directricen der einen Congrunenz die 
beiden Directricen der andern in zwei reellen Puncten der Axe OZ. Die 
Richtungen der beiden Directricen sind imaginär. Projicirt auf ÄF werden 
sie durch die beiden Gleichungen: 

VÄ,~x ± r^^T, • y = , 

die in die folgende sich zusammenziehen lassen: 

dargestellt. 

Wenn Ai und /c^ entgegengesetzte Zeichen haben, wird zf imaginär und 
tang & bleibt reell. Dann ist die Projection der beiden Directricen auf ÄF 
reell, aber die Puncte, in welchen die Axe OZ von denselben geschnitten 
wird, sind imaginär. 

Wenn wir zusammenfassen, sind wir einer vierfachen Unterscheidung 
von Congruenzen begegnet: 

1. Die beiden Directricen sind reell; 

2. die beiden Directricen sind imaginär und zwar so, dass sie weder 
durch einen reellen Punct gehen, noch eine reelle Richtung haben; 

3. die beiden Directricen sind imaginär, schneiden aber die Axe der 
Congruenz in zwei reellen Puncten, durch welche auch die beiden Directricen 
der conjugirten Congruenz gehen; 
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4. die beiden Directrieen sind imaginär und gehen durch keinen reellen 
Punct der Axe der Congruenz, haben aber eine reelle Richtung. 

In den l^eiden ersten Fällen sind die Complexe der zweigliedrigen Gruppe, 
welche die Congruenz bestimmen , reeU , in den beiden letzten Fällen imaginär. 



§3. 

Gongruenzen dreier linearer Complexe. Linienfläclien. 

99. Es seien: 

£i :-= A?' -\- Bs + C — Da + Eq + Frj = 0, 
Si' — Ar + ^8+ C - Da + E'q + Fri = 0, \ (1) 

Sr FL Ä'r + ff's + r — />"(> + E'q + F'^n = 
die allgemeinen Gleichungen dreier gegebener Complexe des ersten Grades. 
Die geraden Linien, deren Coordinaten diese drei Gleichungen befriedigen, 
gehören gleichzeitig den drei gegebenen Complexen an. Sie gehören gleich- 
zeitig allen Complexen der dreigliedrigen Gruppe an, w^elche, indem wir 
dm-ch (i und (t' zwei unbestimmte Coefficienten bezeichnen, durch die fol- 
gende Gleichimg dargestellt wird: 

Si + uSi' + ii^" = 0. (2) 

Solche Linien bilden nach der 22. Nummer eine Fläche der zweiten Ord- 
nung und Classe, also, wenn wir zunächst nur reelle gerade Linien in's 
Auge ftissen, ein einschaliges Hyperboloid, das auch in ein hyperbolisches 
Paraboloid ausarten kann. Wir müssen hierbei indess ^icht übersehen, dass 
nur die Linien der einen der beiden Erzeugungen desselben durch die Com- 
plex-Gnippe bestimmt werden. Diese Erzeugung wollen wu- als die erste 
Erzeugung der Fläche bezeichnen. 

100. Drei aus der dreigliedrigen Gruppe beliebig auszuwählende Com- 
plexe £i , Si\ £i" bilden , paarweise genommen , drei Congruenzen {Si SÜ\ {ii £1") 
und {ii il"). Die Linien der Fläche gehören also auch diesen drei Congruenzen 
an mid schneiden folglich die beiden Directrieen jeder der drei Congruenzen. 
Zur Bestimmung der Fläche sind drei der sechs Directrieen him'eichend, 
wonach wir die gew^öhnliche C/Onstmction des Hyperboloids erhalten. Aber 
zugleich begegnen wir neben dieser ersten Erzeugung der Fläche ihrer zweiten 
Erzeugung. Die Linien der ersten Erzeugung sind diejenigen, welche sämmt- 
lichen Complexen der di-eigliedrigen Gruppe angehören , die Linien der zweiten 
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Erzeugung sind die Dii'ectricen aller Conginienzen , die wir erhalten, wenn 
wir die Complexe der Gruppe paarweise zusammenstellen. 

101. Wir köimen auch, um die Linienfläche zu construiren, zu den 
Complexen der dreigliedrigen Gruppe zurückgehen, und zu diesem Behufe 
wiederum die drei Complexe ß, Sl\ i2" auswählen. Es sei A^B"^ irgend eine 
gegebene gerade Linie und ÄB^ Äff^ Ä'ff' seien die drei zugeordneten 
Polaren dieser Linie in Beziehung auf die drei Complexe. Diejenigen Linien, 
welche bezüglich A'B^ und AB, A^B^ und Äff , A^B^ und ^"iff" schneiden, 
gehören den Complexen i2, SÜ- und Sl" an. Es gibt im Allgemeinen zwei 
gerade Linien, welche vier gegebene schneiden. Die beiden geraden Linien 
also, welche A^B^ und gleichzeitig AB, Äff, yl"^' schneiden , gehören sämmt- 
lichen drei Complexen, also der Strahlenfläche an. Wir erhalten dieselben 
beiden Strahlen der Fläche , wenn wir an die Stelle der Complexe Sl , ß', i2" 
irgend andere Complexe der Gruppe (2) treten lassen. Die Polaren der ge- 
gebenen geraden Linie, in Beziehung auf alle Complexe der Gruppe, bilden 
eine Congruenz, welche die beiden Strahlen der Fläche zu ihren Directiicen hat^ 

Die beiden Puncte, in welchen die gegebene gerade Linie von den bei- 
den Strahlen der Fläche getroffen wird, können reell und imaginär sein und 
zusammenfallen. Im letzten Fähe wii'd die Fläche von dieser Linie beröhrt. 

Wir können insbesondere die gerade Linie A^B^ so wählen, dass sie eine 
der beiden Directricen der Congruenz ist, welche den Complexen Sl und i2' 
angehört, wonach die Polare Äff mit AB zusammenfällt. Dann schneidet 
jeder Strahl der Fläche die beiden Linien A^B^ und AB\ diese Linien ge- 
hören ihrer zweiten Erzeugung an. Zugleich aber schneiden die Strahlen 
der Fläche auch A'ff\ so wie die Polaren von A^B^, in Beziehung auf alle 
Complexe der Gruppe. 

Wir gelangen, indem wir zusammenfassen, zu folgenden allgemeinen 
Sätzen : 

Ein einschaliges Hyperboloid gehört gleichzeitig dreien von 
einander unabhängigen Complexen und in Folge davon allen 
Complexen einer dreigliedrigen Gruppe an. Die allen Complexen 
gemeinschaftlichen geraden Linien sind die Strahlen seiner 
ersten Erzeugung, während die Directricen der Congruenzen je 
zweier dieser Complexe die Linien seiner zweiten Erzeugung 
bilden. 

Die Polaren einer gegebenen geraden Linie in Beziehung 

Plückor, Geometrie. 15 
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auf alle Complexe einer dreigliedrigen Gruppe bilden eine Con- 
gruenz, deren beide Directrieen diejenigen beiden Strahlen der 
Fläche sind, welche die gegebene gerade Linie schneiden. Die 
Polaren einer beliebigen Linie der zweiten Erzeugung der Fläche 
in Beziehung auf sämmtliche Complexe der Gruppe sind Linien 
derselben Erzeugung. 

102. Die Central - Ebene irgend ch'eier Congruenzen, denen die Flftche 
angehört, sehneiden sich in einem Puncte, in welchem drei Durchmesser der 
Congruenzen — diejenigen drei geraden Linien, welche durch diesen Punct 
gehen und .die beiden Directrieen der drei Congruenzen schneiden — sieh 
gegenseitig halbiren. Diese Durchmesser sind zugleich drei Durchmesser 
der Fläche. Ihre Seheitel sind die Durchschnitte derselben mit den Directri- 
een, die Linien der zweiten Erzeugimg der Fläche sind. 

Die Central-Ebenen aller Congruenzen einer dreigliedrigen 
Gruppe: 

si + iii2' + usr = 

schneiden sich in demselben Puncte: in dem Mittelpuncte der 
Fläche, welche durch die Gruppe gegeben ist.*) 



* I Da ein directer Beweis dieses Satzes wüiifecheubwertli erscheinen möchte , so füge ich Folgen- 
des hinzu: 

Der Ausdruck: 

ver^'andelt weh, weim wir an die Stelle der beiden Complexe Ä und Sl' irgend zwei andere der 
zweigliedrigen Gruppe: 

etwa die den Werthen l^ imd Jl^ entsprechenden nehmen, in den folgenden: 

iA + X^^A') (/y+AV/) — (A + l"A') iB + X^B') = (Xo — X*^) (ÄB—ABf). 

Der vorstehende Ausdruck — und dasselbe gilt gleichmässig für alle Ausdrücke, ÄC — AC ^ B^C — B(fy 
. . . . , welche in gleicher Weise aus zwei Paaren sich entsprechender Coefficienten der Gleichungeu der 
lieiden Complexe Sl und Sl' gebildet sind — ändert also nadi der Vertauschung der Complexe seinen 
Werth nur dadurch, dass ehi Factor (lu — X^) hinzutritt, welcher lediglich von der Auswahl der beiden 
romplt'xe aus der zweigliedrigen Gruppe abhängt. 

Die Central - Ebene der der zweigliedrigen Gruppe entsprechenden Congruenz, für deren Glei- 
chung wir die folgende nehmen wollen: 

//' = 0, 
ist unabhängig von der Auswahl der beiden Complexe, die wir zur Bestimmung der Congruenz an- 
wenden. In Folge davon müssen die Coefficienten ihrer Gleichung homogene Functionen desBelben 
<irades von {A'Ji — AB*) und entsprechend gebildeter Ausdrücke : {A'C—ACf), {B^C—BCf), . . ., »ein. 
Aelniliches gilt für die beiden Congruenzen: 

Ä + A Ä" = 0, Sl' + XSl" = 0, 

deren Central -Kbenen die folgenden Gleichungen halben mögen: 

;/ = 0, p T— 0. 
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Zwei beliebige Linien der zweiten Erzeugung der Fläche können wir 
als Directricen einer Congruenz betrachten, welcher die Linien ihrer ersten 
Erzeugung angehören, und ebenso zwei beliebige Linien ihrer ersten Er- 
zeugung als Directricen einer Congruenz, der die Lmien ihrer zweiten Er- 
zeugung angehören. 

Jede Ebene, welche irgend zweien Linien derselben Er- 
zeugung eines Hyperboloids parallel ist und den Abstand der- 
selben halbirt, geht durch den Mittelpunct der Fläche. 

Der Ort der Mittelpuncte aller Flächen, die durch zwei sich nicht schnei- 
dende Linien gehen , ist eine Ebene. Der Ort der Mittelpuncte aller Flächen, 
die durch ein räumliches Viereck gehen, ist eine gerade Linie. 

Wenn zu den beiden Linien einer Erzeugung noch eine dritte Linie der- 
selben Erzeugung hinzukommt, so ergeben sich durch paarweise Zusammen- 
stellung der drei Linien drei Congiiienzen, welche diese Linien -Paare zu 
Directricen haben. Die Fläche ist durch diese Congnienzen vollkommen be- 
stimmt. Der Durchschnittspimct der drei Centi-al - Ebenen der Congruenzen 
ist der Mittelpunct der Fläche; die drei geraden Linien, welche durch den 
Mittelpunct gehen und die beiden Directricen schneiden, sind drei Durch- 
messer derselben. 

103. Eine Ebene, welche eine Fläche zweiten Gi-ades in einer geraden 



In unserem speciellen Falle sind die Ausdrücke von der fraglichen Form nur in linearer Weise in 
den drei Gleichungen enthalten. 

Nehmen wir irgend eine Congruenz der dreigliedrigen Complex-Gruppe und stellen dieselbe durch : 

und ihre Central -Ebene durch: 

dar, «BO ergibt sich nach dem Vorstehenden leicht, indem wir: 

setzen : 

n p -^-n p , 
womit der Beweis geführt ist, daes sämmtliche Central -Ebenen in demselben Puncte sich schneiden. 

Wir können diesen Satz in folgender Weise ausdrücken: 

Die Central-Ebenen der Congruenzen einer dreigliedrigen Complex-Gruppe bil- 
den ihrerseits eine dreigliedrige Gruppe von Ebenen. 

Wie die Gleichung der Complex-Gruppe das Symbol einer Strahlenfläche ist, ist die letzte 
Gleichung das Symbol eines Punctes, des Mittelpunctes der Fläche, in welchem unendlich viele 
Central-Ebenen sich schneiden. 

Ich muss mich hier damit begnügen, dadurch, dass ich den Satz des Textes unter der neuen 
Form ausspreche, eine entfernte Andeutung davon zu geben, wie derselbe einem allgemeinen, weit 
reichenden Gesichtspuncte sich unterordnet. Wenn es mir vergönnt sein sollte, die Entwickelungen, 
die sich hier auf gerade Linien bescliränken, später auf Kräfte, Rotationen, Djiiamen auszudehnen, 
Vürde dieser Satz seine bescheidene Stelle in einem systematischen Ganzen finden. 

15* 
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Linie sehneidet, sehneidet sie ausserdem noeh in einer zweiten. Die beiden 
Durchsehnittslinien gehören den beiden verschiedenen Erzeugungen der Fläche 
an. Jede solehe Ebene ist eine Tangential -Ebene und der Punct, in wel- 
chem die beiden Erzeugenden in ihr sieh schneiden, der Berührungspunet. 
Jede Linie, welche durch den Dm-ehsehnitt zweier Linien verschiedener Er- 
zeugung geht und in der durch diese Linien gehenden Ebene liegt, ist eine 
Tangente der Fläche. Eine Ebene, welche dm-ch eine gegebene Erzeugende 
und den Mittelpunct der Fläche geht, ist eine Tangential - Ebene, in welcher 
der Berühnmgspunct nach der Richtung der gegebenen Erzeugenden unendlich 
weit liegt, indem die zweite Erzeugende der gegebenen parallel wird. 

Die Ebenen, welche man in jeder von drei Congruenzen, denen die 
Linien der ei'sten Erzeugimg einer Fläche angehören, durch jede der beiden 
Directricen, parallel mit der Central - Ebene legen kann, sind Tangential- 
Ebenen in den Scheiteln des bezügUchen Durchmessers. Die Central- Ebene 
ist, in Beziehung auf die Fläche, dem Durchmesser zugeordnet. Die beiden 
Directricen sind Linien der zweiten Erzeugung in den Tangential -Ebenen; 
die Linien der ersten Erzeugimg in denselben erhält man, wenn man durch 

den Seheitel des Diu'chmessei's in jeder Tangential - Ebene eine gerade Linie 

« 

zieht, welche der Direetrix in der anderen parallel ist. 

104. Nach dem Vorstehenden geht eine Ebene, welche irgend zwei 
Linien derselben Erzeugung parallel ist und ihren Abstand halbirt, durch 
den Mittelpunct der Fläche. Lassen wir die beiden Linien zusammenfallen, 
so geht die fragliehe Ebene durch diese Linie selbst und wird dadurch zu 
einer durch den Mittelininct gehenden Tangential - Ebene. Der Berühnmgs- 
punct i'ückt unendlich weit. Wenn die gerade Linie durch eine continuir- 
liehe Bewegung die Fläche erzeugt, umhüllt die fragliehe Ebene eine Kegel- 
fläehe, welche zugleich von einer geraden Linie beschrieben wird, die durch 
den Mittelpunct geht und der die Fläche erzeugenden geraden Linie in 
allen Lagen derselben parallel bleibt. Dieselbe Kegelfläehe erhalten wir, 
wenn die die Fläche beschreibende gerade Linie der anderen Erzeugung 
angehört. Diese Kegelfläehe, die hiernach von jeder Ebene berührt wird, 
die durch den Mittelpunct und irgend eine Linie einer der beiden Erzeugungen 
geht, imd die jede Linie, welche irgend einer Linie einer der beiden Er- 
zeugungen parallel diu'ch den Mittelpunct gelegt wird, zu einer ihrer Seiten 
hat, heisst der Asympto ten- Kegel der Fläche. Die Seiten des Asjrmptoten- 
Kegels sind nicht die einzigen geraden Linien, welche die Fläche in miend- 
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lieber Entfemung berühren. Jede gerade Linie, welebe in einer Tangential- 
Ebene des Asymptoten - Kegels liegt und dei jenigen Seite parallel ist, nach 
welcher dieser Kegel berührt wird, ist eine Asymptote der Fläche. 
Durch jeden Punct ausserhalb des Kegels lassen sich zwei solcher Asymptoten 
legen, die zweien Seiten desselben parallel sind. 

105. Die beiden Linien der zweiten Erzeugung einer Fläche, welche 
durch die beiden Scheitel irgend eines Durchmessers derselben gehen, sind 
die beiden Directricen einer Congruenz , der die Fläche angehört. Die Central- 
Ebene der Congruenz ist die dem Durchmesser, in Beziehung auf die Fläche, 
zugeordnete Diametral -Ebene. Wenn wir die beiden Directricen nach dem 
Durchmesser auf die Central -Ebene projiciren, erhalten wir die Asymptoten 
der Durchschnitts-Curve der Fläche mit der Central-Ebene. Je zwei zugeord- 
nete Durchmesser der Durchschnitts-Curve fallen in zwei zugeordnete Neben- 
durchmesser der Congruenz. Irgend ein Durchmesser der Congruenz und 
zwei zugeordnete Nebendurchmesser in ihrer Central-Ebene sollen drei zu- 
geordnete Durchmesser der Fläche heissen. 

Je nachdem der Durchmesser der Fläche begegnet oder nicht, sind die 
Directricen der bezüglichen Congruenz reell oder imaginär, dem entsprechend 
sind auch die beiden Asymptoten der Durchschnitts-Curve in der Central- 
Ebene reell oder imaginär. Diese Curve ist in dem einen Falle eine Hy- 
perbel, in dem anderen eine Ellipse. Die Durchschnitts-Curven in Ebenen, 
welche der Central-Ebene parallel sind, sind gleich orientirte Hjrperbeln 
oder Ellipsen. Die Hyperbeln arten in den Ebenen, welche durch die End- 
pimcte des Durchmessers gehen und Tangential -Ebenen sind, in Systeme 
von geraden Linien aus. Die Ellipsen behalten immer endliche Dimensionen, 
weil die entsprechenden Tangential -Ebenen imaginär sind. Wenn wir eine 
Seite des Asymptoten-Kegels als Durchmesser betrachten, fallen die Directricen 
der bezügüchen Congruenz zusammen (vergl. Nr. 68.), und die Ebene, welche 
nach dieser Seite den Asymptoten - Kegel berührt, wird Central-Ebene der- 
selben. Die Durchschnitts-Curve der Fläche mit der Central-Ebene artet in 
ein System von zwei parallelen Linien aus , deren Durchmesser die Kegelseite 
ist. Die Durchschnitts-Curven in parallelen Ebenen sind Parabeln, deren 
Durchmesser der Kegelseite parallel sind. 

106. Jedem Durchmesser der Fläche entsprechen zwei verschiedene 
Congruenzen, deren Directricen in den Endpuncten des Durchmessers sich 
schneiden und Linien der beiden verschiedenen Erzeugungen der Fläche sind. 



— 118 — 

Solche zwei Congi'ueuzen haben wir (Nr. 7!).) zwei in Beziehung auf den 
Durchmesser conjugirte genannt. Deijenigen dieser zwei Congruenzen, welche 
zwei Linien der zweiten Ei7;eugung zu Directricen hat, gehören die Linien 
der ei'sten Erzeugung an; der anderen, die zwei Linien der ersten Erzeugung 
zu Directricen hat, gehören die Linien der zweiten Erzeugung an. 

107. Die zugeordneten Polaren einer gegebenen Linie des Raumes, ^^o, 
in Bezug auf die vei'schiedenen Complexe der dreigliedrigen Gruppe: 

si + (£ß' + Lisr = 0, 

dm'ch welche eine Lhiienfläche l)estimmt ist, bilden eine Congruenz, deren 
beide Directricen Linien der ersten Erzeugung der ersten Fläche sind (Nr. 101.). 
Die gegebene gerade Linie schneidet die beiden Directricen in zwei Puncten. 
Diese beiden Durclischnittspuncte seien J,> imd Bo\ sie sind zugleich die 
beiden Dm-chschnittspuncte der gegebenen Linie mit der Fläche. Die beiden 
Directricen seien ylo J" und B^ B^. Die Ebene , welche durch A(s B^ und A^ A^ 
geht, berührt, weil A^A"^ eine Linie ei*ster Erzeugung ist, die Fläche; der 
Berührungsimnct , der auf dieser Linie liegt, sei A^. Ebenso berührt eine 
Ebene, die durch /lo-ffo und B^B'^ g^ht, die Fläche in einem Puncte von 
B^B^\ dieser Punct sei B^. Wir wollen die beiden Berühnmgspuncte .i*' und 
iP", welche auf den beiden Directricen imd also auf der Fläche liegen, durch 
eine gerade Linie A^B"^ verbinden. 

Wenn eine Tangential - El)ene der Fläche dm-ch eine Linie erster Er- 
zeugimg dei'selben, bezüglich dm-ch .lo.l" oder B^B"^ gelegt wu'd, so ist die 
Linie zweiter Erzeugmig, welche durch den Ber ühmngspunct , • ])ezüglich durch 
A"^ oder B'' geht, dadm-ch l)estimmt, dass sie irgend eine andere Linie erster 
Erzeugung, bezüglich ^o /^" oder Jo .4^ , schneidet. Li der obigen Construction 
sind also A.^B'^ und A^B^ Linien der zw^eiten Erzeugimg. AoA^B^Bo ist ein 
der Fläche aufgeschriel)enes Viereck, dessen beide Paare gegenüberliegender 
Seiten der zwdefachen Erzeugung der Fläche angehören. Die beiden Diago- 
nalen des Vierecks sind A^Bo und A'^B'*. Die Seiten des Vierecks sind zu- 
gleich vier von den sechs Kanten eines Tetraeders; die Flächen dessell)en, 
deren jede zwei auf einander folgende Seiten enthält, l^ei-ühren die Linien- 
fläche in den vier Winkelpuncten des Vierecks. /loBo und A'^B^ sind die bei- 
den übrigen, einander gegenül)erstehenden Kanten des Tetraedei's. 

108. Aus dem Vorstehenden folgt unmittelbar, dass die Beziehung der 
beiden Linien A^Bo und A'^B'' zur Fläche eine vollkommen gegenseitige ist. 
Die l)eiden Tangential -El>enen, w^elche durch jede dei'selben an die Fläche 
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sich legen lassen, berühren dieselbe in den beiden Durchsehnittsi^uncten der 
jedesmaligen anderen; die Tangential - Ebenen in den Durehschnittspimcten 
jeder derselben mit der Fläche schneiden sich auf der jedesmal anderen. Wir 
nennen die beiden Linien zwei zugeordnete Polaren in Beziehung 
auf die Flache. Zu jeder Linie des Raumes gehört eine zweite als zu- 
geordnete Polare. 

Wenn wir eine Congruenz dadurch bestimmen, dass wir irgend zwei 
Linien einer Fläche als Directricen derselben nehmen, so ordnen sich die 
der Congruenz angehörigen Linien paarweise so zusammen, dass jeder dieser 
Linien eine andere entspricht, mit der sie, in Beziehimg auf die Fläche, 
zwei zugeordnete Polaren bildet. Diejenigen dieser Linien, die mit ihren 
zugeordneten Polaren zusammenfallen, gehören der Fläche an. 

Je zwei Linien der einen Erzeugung bilden mit je zwei Linien der 
anderen ein der Fläche aufgeschriebenes Viereck , so wie die vier Kanten 
eines ihr umsclniebenen Tetraeders; die beiden Diagonalen dieses Vierecks, 
oder, was dasselbe heisst, zwei gegenüberliegende Kanten des Tetraeders, 
sind, in Beziehung auf die Fläche, zwei conjugirte Polaren. 

109. Drei Linien der einen imd drei Linien der anderen Erzeugung einer 
Linienfläche schneiden einander in neun Puncten, welche der Fläche an- 
gehören. Diese Puncte lassen sich in drei Gruppen: 

P. Q. R. P\ Q\ R\ ^', r, IT' (3) 

so vertheilen, dass in den drei Puncten derselben Gruppe die drei Linien der 
einen Erzeugung die drei Linien der anderen Erzeugung schneiden. Den 
neun Pimcten entsprechen neun Ebenen , welche die Fläche in diesen Puncten 
berühi'en : 

*. ^ .^ ^ / r ff ff rr / i \ 

P, 9> r, P, q, r, p , q , r . (4) 

Die drei Linien der einen Erzeugung enthalten die Rincte: 

P, Q", R, Ä, />", Q', Q, K', F, 

die Linien der anderen Erzeugung die Puncte: 

P, /?", fJ', Q, P", K, B, 0", P'- 

Die neun Rincte bestimmen drei der Fläche aufgeschriebene Sechsecke: 

P' tr R P" Q' R' , I 

P 0" R P" Q R', l (5) 

P Q' R F Q R. J 
In ähnlicher Weise erhalten wir drei sechsflächige Köi-per, gebildet von den 
Tangential - Ebenen in den Eckpuncten der drei Sechsecke. Das ganze geo- 
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metrische Gel)ilde ist gleichmässig bestimmt, gleichviel, ob wir von den 
drei Puncten einer der drei Gruppen (3), oder den drei Tangential -Ebenen 
in solchen drei Puncten, oder endlich von einem der drei Sechsecke (5) aus- 
gehen und, dem entsprechend, drei Pimcte der Fläche, oder drei Tangential- 
Ebenen derselben oder ein der Flache aufgescluiebenes Sechseck von vorne 
herein willkürlich annehmen. 

Gehen wir von drei Puncten der Fläche Py Q, B aus , so ist durch diese 
drei Puncte eine Ebene (P, 0, M) und durch die drei Tangential -Ebenen in 
diesen Puncten ein Punct {p, «7, r) bestimmt. Die drei Durchschnittslinien 
der drei Tangential - Ebenen sind die drei Diagonalen des dritten Seclisecks: 

Die drei Diagonalen eines der Linienfläche aufgeschriebe- 
nen Sechsecks schneiden sich in demselben Puncte. 

Das ei^ste aufgeschriebene Sechseck hat P' und I^\ Q' und £>", R und Ä" 
zu gegenüberstehenden Winkelpuncten ; die Tangential -Ebenen in den drei 
Paaren gegenüberstehender Winkelpuncte schneiden sich in den drei Linien 
{P, i>), {Py /?), ({>, Ä), welche die gegebenen Puncte Py Q, R paarweise mit 
einander verbinden und also in dei-selben Ebene liegen. 

Die Tangential-Ebenen in je zwei gegenüberliegenden Win- 
kelpuncten eines der Linienfläche aufgeschriebenen Sechsecks 
schneiden sich in drei geraden Linien, jwelche in derselben 
Ebene liegen. 

110. Ein aufgeschriebenes Sechseck, für welches wir das erste nehmen 
wollen, bestimmt drei aufgeschriebene Vierecke. Die Seiten jedes Vierecks 
sind solche vier Seiten des Sechsecks, welche, paarweise genommen, in zwei 
gegenül^erliegenden Winkelpuncten desselben zusammenstossen. Die drei Dia- 
gonalen des Sechsecks: (Ky /?"), ((>', (>"), (/^, /^"), welche in dem Puncte 
(/>, y, r) sich schneiden, sind di-ei Diagonalen der drei Vierecke; die drei 
zweiten Diagonalen dieser Vierecke sind {Py Q\ {Py Ä), {Qy /?), welche in der 
Ebene {P, Q, B) liegen. In Gemässheit der Nummer 104. haben hiemach 
drei gerade Linien, welche durch denselben Punct gehen, solche drei gerade 
Linien zu zugeordneten Polaren, die in derselben Ebene liegen. Also: 

Die zugeordneten Polaren aller Linien, die in demselben 
Puncte sich schneiden, liegen in derselben Ebene. 

Es entspricht hiemach jedem Puncte des llaimies eine Ebene und jeder 
El)ene ein Punct. Die Ebene ist in Beziehung auf die Fläche die Polar- 
Ebene des Punctes, der Punct der Pol der Ebene. Nach dem Vor- 
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stehenden umhüllen die Tangential-Ebenen der Fläche in den Puncten einer 
ebenen Durchschnitts-Curve eine Kegelfläehe , die durch diese Curve geht und 
den Pol der schneidenden Ebene zu ihrem Mittelpuncte hat. Umgekehrt 
berühren alle Tangential-Ebenen der Fläche , welche durch einen Punct gehen, 
die Fläche in einer ebenen Curve, deren Ebene die Polar-Ebene des gegebe- 
nen Punctes ist.*) 

111. Wir lassen noch einige analytische Entwicklungen folgen, die 
bestimmt sind, die vorstehenden geometrischen Anschauungen, die weiter zu 
verfolgen hier nicht der^ Ort ist, zu unterstützen und zu erweitem. Wir 
wollen eine Strahlenfläche, welche durch die Gleichungen dreier Complexe 
des ersten Grades, die wir aus einer dreigliedrigen Gruppe 

willkürlich auswählen können, gegeben ist, durch eme Gleichung in gewöhn- 
lichen Punct-Coordinaten darstellen. 

Wir werden zunächst für die drei Complexe der Gruppe drei solche 
Complexe nehmen, deren sämmtliche Linien die Axe derselben schneiden. 
Bestimmen wir den Anfangspunct willkürlich und legen die drei Coordinaten- 
Ebenen durch die drei Axen der Complexe, so erhalten wir für die Glei- 
chungen der drei Complexe die folgenden: 

£i ^ C — Da -}- Eq = 0, (6) 

i2' — B's— /)'o + rrj = 0, ' (7) 

£i- 3= A-r + E''q + r'ri = 0. (8) 

Wir haben zwischen den Coordinaten irgend eines Punctes .r, y, z, welcher 
auf irgend einem Strahle liegt, und den vier Coordinaten r, s, q und o des 
Strahles die beiden Relationen: 

.r = rz + 9, ff = sz -\- o, 

woraus zur Bestimmung der fünften Coordinate folgt: 

rt/ — S.V = rj. 
Wenn wu- zwischen den vorstehenden sechs Gleichungen die fünf Strahlen- 



*) Ich habe die drei zusammengehörigen, der Fläche aufgeschriebenen Sechsecke bereits vor 
längerer Zeit in dem ,, System der Geometrie des Raumes" betrachtet (vergl. Nr. 87.— 93.)» und durch 
analytische Symbole den Beweis geführt, dass einerseits die drei Puncte, in welchen die Diagonalen 
der drei Sechsecke sich schneiden, in einer geraden Linie liegen, und andererseits die d^ei Ebenen, 
welche die üurchschnittslinien der Tangential-Ebenen in den gegenüberstehenden Winkelpuncten der 
drei Sechsecke enthalten, sich auf einer zweiten geraden Linie schneiden, und endlich, dass diese 
beiden geraden Linien zwei zugeordnete Polaren in Beziehung auf die Fläche sind. 

riücker, Geomcirie. IG 
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Coordinaten eliminiren , so stellt die resultirende Gleichung in x, y, z die 
Strahlenfläche in Punct-Coordinaten dar. 

Eliminiren wir zuerst i}, so erhalten wir statt der beiden letzten Com- 
plex-Orleichungen (7) und (8): 

{ff — F'3.) s -{- F'y-r — D'g = 0, 
(,r + f"i/) r — F"x ■ s + E"q = , 
und wenn wir dann q und a eliminiren, kommt: 

Ezr — Dz s — C— Ex -{- Dy = 0, 
F'y ■r-\-{B' — F'x + D'z) s — I/y = 0, 
(A" + F'y — E"z) r — F" x ■ s + E"x = 0. 
Bestimmen wir die Werthe von s und r aus den beiden letzten der vor- 
stehenden drei Gleichungen imd setzen sie in die erste dieser Gleichungen 

ein, so kommt: 

Exz [/;"(// — F'x + D'z) — D'F"y\ 

+ Dyz [/>' (.r + F"y — E"z) + Ä"'/".t] 

+ (C' + Ex — Dy) [( J" + F"y — E"z) {ff — F'x + D'z) + F'F"xy] = 0. 

Aus dieser Gleichung verschwinden die höheren Potenzen von x, y , z und 

wir erhalten: 

Ä'ffC + Ä'(ffE — CF')x + ff iCF" — A"D) y + CiÄ'D' — ffE") z 

— Ä"EF' ■ X'- — ffDF" ■ y- — CD'E"z^- 

+ (CD'F' + ffDE")yz + {CE"F' + A"D'E)xz + (ffEF" + A"DF')xy = 0. 

Dividiren wir diese Gleichung durch A" ff C und schreiben für : 

E D F' jy F" E" 

~C' <7 ' B' If' A"' ~ Jr' 

bezüglich : 

t , U , t , V , U, V , 

so ergibt sich die folgende Gleichung: 

1 + (^' + /") .f + («' + «") y + {V + v") z 

+ t'("x^ + u'u'y^ + v'v'z'- 
+ {u'v + u" v") yz + (t'v + ("v') xz + {t'ii + ("u") xy = 0. (<)) 

Diese Gleichung stellt dieselbe Flache in Punct-Coordinaten dar, welche ur- 
sprünglich durch die drei Oomplex - Gleichungen (6), (7) und (8) dargestellt 
wurde. Diese drei Gleichungen werden, wenn wir die sechs neuen Constan- 
ten einführen: 



t'Q + u"e -1-1=0, ] 
— v'a — t"i) -I-.V = 0, ► 



(10) 
«'>/ — v"q + r = 0, _ 
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und folglich ist, wenn ft und ft' zwei unbestimmte Coefficienten bezeichnen, 
die allgemeine Gleichung der dreigliedrigen Complex-Gruppe , durch welche 
die Strahlenfläche bestimmt wird, die folgende: 

(/> + u6 + 1) + ft {viS + /" 1/ — ^) + ft' {un — v'^^ r) = 0. (11) 

112. Setzen wir in der Gleichung (9) nach einander z, y und x gleich 
Null, so erhalten wir: 

{t'x + u'y + 1) . (t\x + w> + 1) = 0, ] 
{vz + fx + 1) . {v'z + i'x + 1) = 0, > 
{uy + v"z + 1) . {u'y + vz + 1) = 0. 

Die Durchschnitts-Curven der Fläche mit den drei Coordinaten-Ebenen arten 
also in Systeme von zwei geraden Linien aus. Die Fläche wird von den 
di^ei Coordinaten-Ebenen XV, XZ, Y Z berührt; die Linien der zweiten Er- 
zeugung der Fläche in diesen Ebenen sind: 

t'x + uy + 1 == 0, ] 

vz +^"^'+ 1 = 0, [ (12) 

u'yJ^v'z + 1= 0, J 
die Linien der ersten Erzeugung: 

/\r + i/> + l = 0, j 

v'z +/'a + 1 = 0, > (13) 

uy + 2;'^ + 1 = 0. J 

Die Berühnmgs-Puncte in den drei C!oordinaten-Ebenen sind die Durchschnitte 
der Linien erster und zweiter Erzeugung in jeder der drei Ebenen. Die drei 
Linien zweiter Erzeugung sind die Axen solcher drei Complexe der drei- 
gliedrigen Gruppe, auf denen alle Linien der Complexe sich schneiden, oder 
mit anderen Worten, drei Directricen dreier Congruenzen der Gruppe. Wenn 
wir die drei Linien zweiter Erzeugung mit den drei Linien erster Erzeugung 
vertauschen, so treten an die Stelle der drei Complexe (10) die folgenden: 

/"? + w'(?+ 1 =0, 1 
— v'i5 — fri^ ^ =0, i (14) 

?/'^ — e?'p + r = 0, J 
imd zur Bestimmung derselben Strahlenfläche erhalten wir die neue drei- 
gliedrige Complex-Gruppe : 

(/'> + i/c> + 1) + [H (p'a + t'ri -s)-\- ft/ {irri - vq + r) = 0. (15) 
Jeder Congruenz einer der beiden dreigliedrigen Complex-Gruppen (11) und 

(15) entspricht in der andern eine conjugirte Congruenz. 

16* 
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113. Wenn insbesondere: 

/' + /" = 0, li + //" = 0, V -^ v' = 0, (16) 

nimmt die Gleichung der Fläche die folgende einfachere Form an: 

1 _ /'2.t.2 _ ;/2^2 _ ^,'2 r. + 2 UV yz +2 t'vxz + 2 i'uxy = 0. (17) 

Dann sind die beiden Linien vei*schiedener Erzeugungen in jeder der drei 
Coordinaten-Ebenen einander parallel und stehen gleich weit vom Anfangs- 
puncte der Coordinaten ab. Dieser ist der Mittelpunct der Flache. Die drei 
Ck)ordinaten-Ebenen beruhigen den Asymptoten-Kegel der Fläche. 

114. Wenn die Fläche insbesondere ein hyperbolisches Paraboloid 
ist, bleiben die di*ei geraden Linien (12) Linien derselben Erzeugung des- 
selben , sind aber der Bedingimg unterworfen , dass sie einer gegebenen Ebene 
parallel sind. Nehmen wir für die Gleichimg dieser Ebene: 

ax + hy + CZ = 0, (18) 

so kommt: 

a t' b XI c V f* Qx 

b u c V a t 

woraus sich die folgende Bedingimgs-Gleichung zwischen den sechs Constan- 
ten, von welchen die Fläche abhängt, ergibt: 

t u V = t UV, (20) 

In Folge derselben Bedingungs-Gleichung sind die Linien der zweiten Er- 
zeugung einer zweiten gegebenen Ebene parallel. Nehmen wir: 

ax + b'y + ^'z = (21) 

filr die Gleichung dieser Ebene, so kommt: 

(l t b H C V ^9£)^ 

b u c V a t 

Entwickeln wir die Gleichungen (18) und (21), so kommt: 

t V X -^^ u V y -{- V V z = 0, 

.ff I ff ff I 
t V X -{- u V y -\- V 

Die Durchschnittslinie dieser beiden Ebenen, denen die Linien der ersten 
und zweiten Erzeugung des Paraboloids parallel sind, bestimmen die Rich- 
tung der Durchmesser desselben. 

Wir finden für dieselbe unter Berücksichtigimg der Bedingungs- Glei- 
chimg (20): 

.t jff f >f f ff 

1 1 X u u y V V z /,^ ix 

'j Z'f~ — ' ^ — ' ^f~ ' l"^**/ 

t — t U — U V ^ V 

116. Wir haben bisher gerade Linien vorzugsweise als Strahlen be- 
trachtet , weil diese Vorstellimgsart unserer Auffassung näher liegt und Kürze 



v z = 0, 1 
V z = 0. ) 
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uns geboten ist. Die Auffassung einer geraden Linie als Axe ist aber eine 
gleichberechtigte. Die Strahlen-Congruenzen treten dann als Axen-Congiiien- 
zen, die Strahlen - Fachen als Axen- Flächen auf. Wir wollen hier dieselbe 
Fläche, welche wir eben als Strahlen-Fläche betrachtet haben, nunmehr als 
Axen-Fläche betrachten und durch die früheren Complexe Si, Si\ SÜ\ welche 
nun nach Einführung der fünf Axen - Coordinaten p, q, Jt, n, o) durch die 
folgenden Gleichungen: 

:- Cco + Dp + Eq =0, (25) 

0' ~ Bit + Dp + /" =0, (26) 

tf/' ^_ _ A,, + E''q + F' =0 (27) 

dargestellt werden, bestimmen. Wir erhalten die Gleichung dieser Fläche 
in Plan-Coordinaten /, «, v, wenn wir zwischen den vorstehenden drei Glei- 
chungen imd den Gleichungen: 

i == pv -[- n, 

u = qv -{- 7t, 
pH — qt = (o 
die fünf Axen-Coordinaten eliminiren. Ehminiren wir zunächst zwischen der 
ersten und sechsten, der zweiten und vierten, der dritten und fünften der 
vorstehenden sechs Gleichungen bezüglich oj, 7t und x, so konmit: 

{Cu + D)p = (Ci - E)q, 
{Rt^r) = (B'r-D')p, 

und hieraus, wenn wir diese drei Gleichungen mit einander multipliciren : 

Dividiren wir Zähler und Nenner des Bruches auf der ei'sten Seite dieser 
Gleichung durch Ä'-B'-C, so kommt, wenn wir wiederum der Kürze wegen 
die früheren Constanten /' und /", u und u\ v und v' einfahren: 

"(/ - n {u - m") {v - v") " ^' ^ ^ 

In dieser Gleichung fällt, wenn sie entwickelt wird, das Product der drei 

Veränderlichen aus. Sie stellt dieselbe Fläche in Plan-Coordinaten dar, die 

wir früher durch die Gleichung (9) in Punct-Coordinaten dargestellt haben. 

116. Die vorstehende Gleichimg wird befriedigt, wenn gleichzeitig: 

/ — /' = 0, u — ir = 0, ] 

if — u' = 0, v—v' = 0, \ (29) 

v — v' = o, t — r = 0y 
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und ebenso, wenn gleichzeitig: 

/_/' = 0, v — v" = 0, ' 

u — u' = 0, /'_/" = 0, l (30) 

V — r' = , u — u" = 0. 

Die Gleichungen (29) und (30) , welche sich auf sechs verschiedene redu- 
ciren, stellen, einzeln genommen, sechs Puncte dar, von denen zwei auf 
jeder der drei Coordinaten-Axen liegen. Paarweise zusammengestellt, wie 
vorstehend geschehen, stellen sie Axen dar, welche in den drei Coordinaten- 
Ebenen und zugleich auf der Fläche liegen, einmal die drei Linien zweiter 
Erzeugung der Fläche (12), das andere Mal die drei Linien erster Erzeugung 
derselben Fläche (13). Die Fläche wird von den drei Coordinaten-Ebenen 
berührt. 

Wir können die Fläche, ihrer doppelten Erzeugung entsprechend, durch 
jede der folgenden beiden dreigliedrigen Gruppen linearer Axen - Complexe 
darstellen : 

((ü — //> + /'^) + X{jr-^vp — r) + ;/ (X- + v'q — ?0 = 0, (31) 
(fo — up + rq) + l,{7t. + v'p — (') + A;(X- + vq—u') = 0, (32) 

indem wir durch A, //, ij, A\ unbestimmte Coefficienten bezeichnen. 

117. Wenn wir für die drei Coordinaten-Ebenen irgend drei Tangential- 
Ebenen des Asymptoten-Kegels der Fläche nehmen, so nimmt in Folge der 
Kelationen (16) 

t' + r = 0, u' + u = 0, V + r" = 

die Gleichung der Fläche in Plan-Coordinaten die folgende Form an: 

{t-i ')(u- u){y—v) _ . ...«. 

In dem Falle des hyperbolischen Paraboloids particularisirt sich die allge- 
meine Gleichung (28) dadurch, dass das constante Glied bei der Entwicke- 
lung fortfällt, was wieder zu der früheren Bedingungs-Gleichimg (20) führt. 

118. Wir haben in den letzten Nummern dieselbe Erzeugung derselben 
Fläche, einmal durch drei lineare Gleichungen in Strahlen-Coordinaten, das 
andere Mal durch drei lineare Gleichungen in Axen-Coordinaten dai^estellt 
und aus den drei linearen Gleichungen die Gleichung derselben Fläche ein- 
mal in Punct-Coonlinaten, das andere Mal in Plan-Coordinaten abgeleitet. 

Wir wollen als zweites Beispiel eine Linienfläche durch drei Complexe 
der besonderen Art bestimmen, indem wir für die Gleichung derselben drei 
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solche nehmen, die aus den früheren hervorgehen, wenn wir die Constanten 
derselben mit ihren reciproken Werthen und 

r, s, Q, Oy rj mit p, q, %, z, co 
gegenseitig vertauschen. 

Auf diesem Wege erhalten wir, indem wir der Kürze wegen die reci- 
proken Werthe von f', t'\ ii, u\ v, v' durch x, x\ y, y\ z\ z' bezeichnen, 
statt der drei C!omplex-Gleichungen (10) die folgenden: 



— z y, — x'm + ^ = 0, > 



(34) 
yVij — z".-r + // = 0. 
119. Wenn wir zwischen diesen drei Gleichungen und den drei Glei- 
chungen : 

i = pv -\- n , u = qv + 3«. p^f^ — qt =^ co 

die fünf Axen-Coordinaten p, q, :r, x, o:i eliminiren, erhalten wir die folgende 
Gleichung der Flache in Plan-Coordinaten : 

1 + (.r' + xn / + (y' + y') 2/ + (/ + z") V 
+ xx't' + ?/y"u^ + zz'v'^ 

+ (y ^' + y 'O ^^ + {^'^' + ^"2") ^^ + {^'y + ^"y') ^^ = o. (35) 

Diese Gleichung ergibt sich unmittelbar , wenn wir in der Gleichung (9) 
t\ r, XI, xi\ V, v' durch x, x\ y, y\ z, z" und x, y, z durch /, w, v ersetzen. 
Um dieselben Complexe (34) in Strahlen-Coordinaten auszudrücken, er- 
halten wir: 



'.r — .r" = 0, > 



Q + z' r — x = 0, \ (36) 

— o — z" 'S +y =0, 
und wenn wir zwischen diesen drei Gleichungen imd den drei folgenden: 

X = rz -\- Qy y = sz -\- a, ry — sx = ^, 

die Strahlen-Coordinaten r, s, q, a, rj eliminiren, kommt: 

(x - x) (y — y) {z — z) _ . ^o^x 

Diese Gleichung erhalten wir immittelbar, wenn wir in der Gleichung (28) 
t y t , w, u , V , V mit X , X y y , y , z, z imd /, ?/, v mit x, y, z ver- 
tauschen. 

Die beiden Gleichungen (35) und (37) stellen dieselbe Fläche in Plan- 
und Punct-Coordinaten dar, die in Axen- und Strahlen-Coordinaten durch die 
Systeme linearer Gleichungen (34) und (36) dargestellt wird. 
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120. Wenn wir in der Gleichung (35) nach einander v, u und / gleich 
Null setzen, so erhalten wir: 

CrV + y'u + 1) (.r'7 + yu + 1) = 0, ] 
(.'«; + .r'V + 1) (z"^ + x'l + 1) = 0, \ (38) 

(y'u + r"^; + 1) {y''u + z'i; + 1) = 0. J 
Während also im Allgemeinen die Tangential-Ebenen einer Fläche zwei- 
ter Ordnung und Klasse, welche einer gegebenen geraden Linie parallel sind, 
einen Cylinder umhüllen, artet dieser Cylinder, wenn wir für die gerade 
Linie nach einander die drei Coordinaten-Axen nehmen, in ein System von 
zwei parallelen geraden Linien aus. Die Coordinaten-Axen sind also irgend 
dreien Erzeugenden der Linienfläche, oder, was dasselbe ist, irgend dreien 
Seiten des As3^mptoten-Kegels der Fläche parallel. Denn alle Ebenen, welche 
durch irgend eine Linie der Fläche gehen , sind Tangential-Ebenen der Fläche. 
Den drei Linien der ersten Erzeugung, denen die drei Coordinaten-Axen 
pai'allel genommen worden sind, sind drei Linien der zweiten Erzeugung 
parallel. Die beiden Puncten-Paare , in welchen die Ebenen YX, XZ, ZY 
von den Linien beider Erzeugimgen, die bezüglich den Axen OZ^ OY, OX 
parallel sind, getroffen werden, werden dm'ch die Gleichungen (38) dar- 
gestellt. 

121. In Uebereinstimmimg hiermit erhalten wir, um die Gleichung (37) 
zu befriedigen, einmal die drei Gleichungen-Paare: 

X — .V =0, y — y" == 0, 1 

y-y =0, z-r" = 0, (39) 

z — r' = , .r — .r" = , j 

welche die drei Linien zweiter Erzeugung, das andere Mal die drei Glei- 
chimgen-Paare : 

^•" = 0, ) 
-.r- = 0, 

Z — Z = 0, y _y" = 0, J 

welche die drei Linien erster Ei-zeugung darstellen, die den drei Coordinaten- 
Axen, bezüghch OZ, OX, OY und OY, OZ, OX parallel sind. 

123. Die di'ei Complexe besonderer Art, durch welche die Fläche be- 
stimmt ist, die einmal diu'ch die Gleichimgen (34), das andere Mal durch die 
Gleichungen (36) dargestellt werden, haben zu Axen diejenigen Linien zweiter 
Erzeiigimg, die durch die Gleichimgen -Paare (39) dargestellt werden, und 
anderei'seits dadurch bestimmt sind, dass sie den Coordinaten-Axen OX, OYy 



X — a' = , z - 

y-y' = 0, .r-.r" = 0, \ (40) 
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OZ parallel sind und die bezüglichen Coordinaten-Ebenen YZ, XZ, XV in 
Puncten schneiden, welche in diesen Ebenen durch die Gleichungen: 

yu + z'v +1 = 0, 1 

ZV + x'(+ 1=0, \ (41) 

x( + y"u+ 1 = J 
dargestellt werden. 

Wenn wir drei Seiten des Asymptoten-Kegels selbst zu Coordinaten-Axen 
nehmen, kommt: 

.r' + .r" = 0, y + y ' = 0, z + z" = 0. (42) 

Dann nimmt die Gleichung der Fläche in Plan - Coordinaten die folgende 
Form an: 

1 — xU^ — y^u^ — z^v'' + 2y'z • uv + 2xz - (v + 2.r'y • tu = 0, (43) 
die Gleichung derselben Fläche in Punct-Coordinaten die folgende: 

[x — x')iy - y') [z — z) _ . .... 

124. Wir wollen endUch, zunächst unter der Voraussetzung recht- 
winkliger Coordinaten-Axen, für die Complexe einer dreigliedrigen Gruppe : 

iJ2 + fiiJ2' + \iSi' = 0, 
durch welche eine Linienfläche bestimmt ist, die folgenden drei nehmen: 

Sl = cy — /^r = 0, 1 

i2' — 9 +X-2^ = 0, 1 (45) 

SÜ'^^ +X-3 = 0. ) 
Dann fallen die Axen der drei Complexe in die drei Coordinaten-Axen OX, 
OV, OZ, sind also, wie diese, auf einander senkrecht und schneiden sich im 
Anfangspuncte der Coordinaten. Die Parameter sind k^, k^, k\. Wenn 
wir die drei Complexe paarweise zasammenstellen , erhalten wir drei Con- 
gruenzen {£l\ Si"), {Si, i2"), {Si, £i'), deren Hauptaxen bezüglich in OX, OV, 
OZ und deren Paare von Nebenaxen bezüglich in OV und OZ, OX und 
OZ, ÖX und OV fallen. 

Wenn wir, wie früher, vermittelst der drei Gleichungen: 

.r =» rz + p> y = '^^ + ^y ^'•^" — '^y =^ ^ 

c, Q und rj eliminiren, so kommt: 

y — sz — A\r = 0, 
.r — rz + X*2^ = 0, 
ry — ^.r + X'g = 0. 
Aus den beiden ersten der vorstehenden Gleichungen folgt: 

Plücker, Geometrie. 17 
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{k^k^ + z^) r = xz + k^yy 

{k\k^ 4- z*) * = — y 2: + k^x, 
lind wenn wir zwischen diesen beiden Gleichungen und der dritten der vor- 
hergehenden drei Gleichungen r imd s eliminiren: 

k,x^' + k^y' + k^z^' + k^k^k^ = 0, 
oder : 

k^ A'3 aTj k^ ky A'j 

Diese Gleichung bleibt ungeändert dieselbe, wenn die Werthe der drei 
Constanten k^, k^, k^ gleichzeitig ihr Zeichen äjidem. Dann treten an die 
Stelle der drei gegebenen Complexe drei andere, deren drei Durchmesser 
nach wie vor in die drei Coordinaten-Axen fallen und deren drei Parameter 
bloss ihr Zeichen geändert haben, das heisst, die drei neuen Complexe sind 
entgegengesetzt gewunden, als die drei gegebenen. Darin ist die doppelte 
Erzeugung der Fläche ausgesprochen. Die Linien der einen Erzeugung ge- 
hören gleichzeitig den drei lu^prünglichen , die der anderen gleichzeitig den 
drei neuen Complexen an. 

125. Wenn die Parameter der drei ursprünglichen Complexe sämmtlich 
positiv und demnach die Parameter der drei neuen Complexe negativ sind, 
oder umgekehrt, wenn jene negativ und diese positiv sind, so ist die Fläche 
imaginär. In allen übrigen Fällen, so lange die Werthe der Parameter 
reell bleiben, ist die Fläche ein einschaliges Hyperboloid. Dann stimmen 
die Werthe zweier der drei Parameter der beiden Gruppen von Complexen 
im Zeichen überein, und der Werth des jedesmaligen dritten Parameters 
hat das entgegengesetzte Zeichen. Je nachdem der Parameter des ersten, 
zweiten oder dritten Complexes der Gruppe im Zeichen von den Parametern 
der beiden übrigen Complexe abweicht, fällt die imaginäre Axe des Hyper- 
boloids bezüglich in die Coordinaten-Axen OAy OV, OZ. In dem ersten 
Falle erhalten wir: 

©' - (■?)'■ - (7)' - - '. (^') 

indem wir: 

k.k, = a% I 

^•i><-3 = - />', [ (48) 

setzen. 

Wenn wir den vorstehenden Entwickelungen statt Punct - Coordinaten 
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Linien-Coordinaten zii Grunde legen und demnach die Linien der Complexe, 
statt als Strahlen , als Axen betrachten , so erhalten wir für dieselbe Linien- 
fläche, die nunmehr als Axenfläche auftritt, die folgende Gleichung: 

hk^i^ + k^k^W^ + k.k^v'^ + 1 = 0. (49) 

126. Jeder gegebenen geraden Linie im Räume sind die Durchmesser 
eines der unendlich vielen Durchmesser einer dreigliedrigen Gruppe parallel. 
Wir können daher die drei Coordinaten-Axen als Diu'chmesser dreier Com- 
plexe betrachten, durch welche eine Linienfläche bestimmt ist. Li dem 
Falle rechtwinkliger Coordinaten-Axen stellen die Gleichungen (45) drei Com- 
plexe dar, deren drei Axen in die drei Axen der Linienfläche fallen. Die 
Hauptparameter der drei Complexe sind Xi, k^, k^. Wenn wir als Coordi- 
naten-Axen irgend drei zugeordnete Durchmesser derselben Linienfläche neh- 
men, stellt die Gleichung (45) immer noch drei Complexe der dreigliedrigen 
Gruppe dar. Nur sind dann ki, k^y k^ nicht mehr die Hauptparameter der 
drei Complexe, sondern die Parameter derjenigen drei Durchmesser derselben, 
welche mit den drei Coordinaten-Axen zusammenfallen. Diese drei Para- 
meter wollen wir zur Unterscheidung durch X^o, X-g^ k^^ bezeichnen und den 
drei obigen Constanten ihre Bedeutung als Hauptparameter der drei Com- 
plexe lassen. Drei Complexe der dreigliedrigen Gruppe, deren Durchmesser 
irgend dreien zugeordneten Durchmessern der durch diese Gruppe bestimmten 
Linienfläche parallel sind, wollen wir, in Beziehung auf die Linienfläche, 
drei conjugirte Complexe nennen. Es seien e", e\ e die drei Winkel 
XOF, XOZ, FOZy welche die drei Coordinaten-Axen, paarweise genom- 
men, mit einander bilden, und 6", d\ ö, die Neigungs-Winkel von OZ gegen 
XV j von OF gegen XZ^ von OX gegen FZ. Dann sind die drei Aus- 
drücke: 

sin e" sin d", sin b sin d\ sin t sin 6 

einander gleich. Bezeichnen wir sie, der Kürze wegen, durch y, so er- 
halten wir: 



und hieraus: 


Y 


Ai' , rfjj . n^ Kl , h^ , Kg, 


Setzen wir, den Gleichungen (48) entsprechend. 




. -i-i*^-.<* r,^. 1 





(50) 



(51) 



17 
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so erhalten wir für die Gleichung der Linienfläche in schiefwinkligen Coor- 
dinaten : 



Es bedeuten äq V — 1, bo, ^o diejenigen Halbdurchmesser der Fläche, welche 
mit den drei Coordinaten-Axen OÄ, OF, OZ zusammenfallen. Setzen wir 

y2-^o^V^o^= »=*, (53) 

so ist bekanntlich eine Grösse, welche sich nicht ändert, wenn wir statt 
der drei gegebenen zugeordneten Durchmesser der Fläche irgend drei andere 
zugeordnete Durchmesser zu Coordinaten-Axen nehmen. 

127. Wenn wir gliedweise die beiden letzten Gleichungen (51) mit 
einander multipliciren und durch die erste dieser Gleichungen dividiren, so 
kommt: 

und wenn wir k^ statt k^^ einführen: 



X-i- = f 



2 



- ■ 



«0* ^0 



Hiemach ist: 



Xi = + Ä- • (54) 



" < 



/ci ist der Hauptparameter desjenigen Complexes der dreigliedrigen Gruppe, 
dessen Durchmesser der Axe OÄ parallel sind und ao^ (mit entgegengesetztem 
Zeichen genommen) das Quadrat desjenigen Halbdurchmessers der Fläche, 
welcher in diese Axe fällt. Da wir von vorne herein als Coordinaten-Axe 
jeden beliebigen Durchmesser der Linien - Fläche nehmen können (wobei, je 
nachdem der neue Durchmesser die Fläche schneidet oder nicht, Oo^ mit po- 
sitivem oder negativem Zeichen genommen werden muss), ergibt sich der 
folgende Satz unmittelbar: 

Der Hauptparameter desjenigen Complexes einer drei- 
gliedrigen Gruppe, dessen Durchmesser irgend einem Durch- 
messer der durch die Gruppe bestimmten Linienfläche parallel 
sind, ist umgekehrt dem Quadrate der Länge des Durchmessers 
der Fläche proportional. 

128. Einer beliebigen durch den Anfangspunct gelegten Ebene ist gleich- 
zeitig ein Durchmesser der Linien-Fläche, der Hauptdurchmesser einer Con- 
gruenz, der diese Fläche angehört, und ein Durchmesser eines Complexes 
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der dreigliedrigen Gruppe, durch welche die Fläche bestimmt wird, zuge- 
ordnet. Dieselben Ebenen, welche dem Durchmesser der Fläche zugeordnet 
sind, sind der Central-Ebene der Congruenz parallel und in dem Complexe 
ebenfalls dem mit dem Durchmesser der Fläche zusammenfallenden Durch- 
messer zugeordnet. Es folgt dies immittelbar aus den Gleichungen der drei 
conjugirten Complexe (45), durch welche, auch in der Annahme schiefwink- 
liger Coordinaten, eine Linienfläche bestimmt wird. Dem Durchmesser eines 
der drei Complexe, welcher in eine der drei Coordinaten- Axen fällt, ist die 
Coordinaten-Ebene , welche durch die beiden andern Coordinaten- Axen geht, 
zugeordnet, und dieselbe Ebene ist einerseits die Central-Ebene derjenigen 
Congruenz, welche durch die beiden übrigen Complexe bestimmt wird imd 
andererseits die Diametral-Ebene der Fläche, die demjenigen Durchmesser 
derselben conjugirt ist, welcher mit dem Durchmesser des Complexes zu- 
sammenfällt. 

Ein Complex einer dreigliedrigen Gruppe ist vollkommen bestimmt, wenn 
die Kichtung seiner Durchmesser gegeben ist. In der vorigen Nummer 
haben wir, vermittelst der entsprechenden Linien - Fläche , in einfachster 
Weise seinen Parameter erhalten. Die vorstehenden Erörterungen geben uns 
für einen seiner Durchmesser die zugeordneten Ebenen. Die Construction 
seiner Axe ist hiemach auf die 46. Nummer zurückgeführt. 

Man trage auf demjenigen Durchmesser der Fläche, welcher die gege- 
bene Durchmesser-Richtung des Complexes hat, vom Mittelpuncte aus den 
Parameter des Complexes auf und projicire denselben auf die dem Durch- 
messer zugeordnete Diametral-Ebene der Fläche. Der Parameter ist nach 
der vorigen Nummer, wenn wir die Länge des Halbdurchmessers der Fläche 

durch ro^ bezeichnen, gleich — ^- , die Projection desselben, wenn wir den 

Winkel, den der Durchmesser der Fläche mit der ihr conjugirten Ebene bil- 
det, do nennen, gleich 

e 



r 2 



cos do. 



Wenn wir dann den Durchmesser der Fläche, parallel mit sich selbst, von der 
projicirenden Ebene um eine Strecke entfernen, die dieser Projection gleich 
ist, so ist der verschobene Durchmesser der Fläche in der neuen Lage die 
Axe des Complexes. 

Diese Verschiebimg kann nach entgegengesetzter Richtung vorgenommen 
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werden. Dem entsprechend erhalten wir die beiden gleiehweit vom Mittel- 
punete abstehenden, unt^r sich parallelen Axen zweier verschiedenen Com- 
plexe. Diesen beiden (Komplexen gehören die beiden verschiedenen Erzeu- 
gungen der Linienflache an. 

129. Wir erhalten fOr die Parameter der bezüglich in OX, 0¥, OZ 
fallenden Durchmesser der drei conjugirten CJomplexe: 

>i-."= + 5^, X",<>=+"-|^, X-30=4:^, (55) 

imd für die Hauptparameter dieser Complexe: 



n\ = + — 2", A*2 = 4" -r-y-, k^ = + — ^ . (56) 

"O ''0 ^0 

In Gemassheit der Gleichungen (58) haben k^^ und k^^ übereinstimmende 
Zeichen und X/ weicht von ihnen im Zeichen ab, woraus unter Berücksich- 
tigimg der Proportionen (50) folgt, dass auch k^ imd k^ unter sich gleiche, 
mit /*i entgegengesetzte Zeichen haben. Wir müssen demnach sowohl in 
den Gleichungen (55) als auch in den Gleichungen (56) die drei obern und 
die drei imtern Zeichen zusammennehmen. 

Wenn wir die drei Gleichungen (55) gliedweise mit einander multipli- 
ciren, so kommt: 

X'i^ X-gO ^3« = ±^aohco. (57) 

Das Product der Parameter derjenigen Durchmesser dreier 
conjugirter Complexe, welche mit den drei zugeordneten Durch- 
messern der Linienfläche zusammenfallen, ist dem Producte der 
drei halben Durchmesser der Fläche gleich. 

Wenn wir die drei Gleichungen (56) gliedweise mit einander multipli- 
ciren, so kommt: 

mithin 

A I rin fi ' 



kl k. ks = + —'iirrzT = + f- ^o hco = + f- ^*^S 

"i\ Ol 



1 "2 "3 



ahc — ' 

Aus denselben drei Gleichungen (56) erhalten \Ax ferner: 

(.„. _ V - .„*) = + (]- + i^ + i j 

und hieraus: 

], + i. + i; = ±/^-s?^ ■ (5») 

Die Summe der reciproken Werthe der Parameter irgend 
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dreier, in Beziehung auf eine gegebene Linienfläche zugeord- 
neter, Complexe ist constant. 

130. Wir wollen die Axen der Complexe einer dreigliedrigen Gruppe, 
durch welche eine Linienfläche bestimmt ist, parallel mit sich selbst ver- 
schieben, bis sie durch den Mittelpunct der Fläche gehen und dann, indem 
wir die Durchmesser der Fläche als Leitstrahlen betrachten, auf jedem der- 
selben vom Mittelpuncte aus den Hauptparameter desjenigen Complexes auf- 
tragen, der diesen Durchmesser auch zu dem seinigen hat. Dann erhalten 
wir eine neue Fläche, welche in Beziehung auf die Linienfläche dieselbe 
Bolle spielt, als die characteristische Curve einer Linienfläche in Beziehung 
auf diese. Wir wollen die neue Fläche die characteristische Fläche der 
Linienfläche nennen. 

Wenn wir irgend einen Leitstrahl der characteristischen Fläche durch 
/• und den entsprechenden Leitsti*ahl der Linienfläche durch r^ bezeichnen, 
so ist: 

e 



r = + 



•> 



rc 



Wir wollen die Linienfläche (47) auf ihre drei Axen als Coordinaten-Axen 
beziehen. Indem wir dann diejenigen drei Winkel, welche ein beliebiger 
Leitstrahl r^ mit den drei Axen bildet, a^ ß, y nennen, können wir die 
Gleichung dieser Fläche in der nachstehenden Weise schreiben: 

cos^ ß cos^ ß cos^ y 1 

d^ b- c^ Tj^ 

und erhalten die Gleichung der characteristischen Fläche , wenn wir \^ dieser 

Gleichung für — 2 seinen Werth + -^ einsetzen. Auf diesp^Qj Wege er- 
gibt sich: 

(r) i^^l? C08^/3 cos^yl , 

\ a' b^ ~~c^~\ ~ =fc '*' 

und wenn wii- zu den rechtwinkligen Punct-Coordinaten zurückgehen: 

Wenn wir die beiden Seiten der letzten Gleichung quadiii-en und fQr ;•« mid 
0* bezüglich (.v'- -\- i/^ + z^) und a'lf^c'- schreiben, so kommt: 

'' *' '' {$ - ^- l-f - (•'■' + y^ + ^^)^ (61) 

oder: 

(/yVM-^ — «äfäyä _ a'-b^z^y = aW-c^ (.r* + y« + z')*. (62) 
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131. Die vollständige characteristische Flache zerfäUt in zwei Theile, 
welche einzeln durch die Gleichung (60) dargestellt werden, wenn wir in 
dieser Gleichung r nach einander mit entgegengesetztem Vorzeichen nehmen. 
Es gibt inuner zwei dreigliedrige Gruppen von Complexen, welche in einer 
solchen geometrischen Beziehung zu einander stehen, dass die Complexe der 
beiden Gruppen sich bloss dadurch von einander unterscheiden, dass ihre 
Parameter entgegengesetzte Zeichen haben. Solchen zwei Complex-Gruppen 
entsprechen die beiden Erzeugungen derselben Fläche. Es gibt also insbe- 
sondere auch zwei Systeme von drei conjugii'ten Complexen, deren Durch- 
messer irgend dreien zugeordneten Durchmessern der Linienfläche parallel 
und deren Parameter bezüglich gleich aber von entgegengesetztem Zeichen 
sind. Durch die beiden Gruppen zugeordneter Complexe sind die beiden 
Erzeugimgen der Linienfläche bestimmt. Die characteristische Fläche 
bezieht sich gleichmässig auf beide Erzeugungen. 

132. In Gemässheit der Relationen (48) können wir in die Gleichung 
der characteristischen Fläche, statt der drei Halbaxen der Linienfläche, die 
Hauptparameter derjenigen drei conjugirten Complexe einführen, deren 
Durchmesser den Axen der Linienfläche parallel sind. Auf diese Weise 
finden wir: 

{k, x^ + k. Iß + X-3 z'^r = {^' + t + ^^)S (63) 

während die Gleichimg der Linienfläche selbst, nach Einführung derselben 
Constanten, die folgende wird: 

f<i .r- + k^iß + k^ z^ = k.k^k.,. (64) 

Wenn wir in der Gleichung (63) nach einander .r, y, z gleich Null 
setzen, so erhalten wir für die Durchschnitts-Cun'^en der characteristischen 
Fläche mit den di-ei Coordinaten-Ebenen : 

{k,r^ + k,ißy^{x^ + ß)\ 

{k, r^ + k, zr- = Gr- + ^-)^ [ (67) 

{k, ß + k, z^y = iß + z^\ 
Durch drei conjugirte Complexe einer Linienfläche, paarweise genom- 
men, sind drei Congruenzen bestimmt, die wir ihrerseits als drei conju- 
girte Congruenzen der Linienfläche bezeichnen können. Den beiden 
Systemen dreier conjugirter Complexe, deren Durchmesser den drei Axen der 
Linienfläche parallel sind, entsprechen zwei Systeme dreier conjugirter Con- 
gruenzen, deren jede eine Axe der Linienfläche zur Hanptaxe und die jedes- 
maligen beiden andern Axen derselben zu Nebenaxen hat. Die drei Con- 
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gruenzen eines der beiden Systeme entsprechen einer der drei Congruenzen 
des andern Systems der andern Erzeugung der Linienfläche. Die erste der 
drei Gleichimgen (67) stimmt vollkommen mit der Gleichung (149) des 
vorigen Paragraphen überein. Daraus entnehmen wir den folgenden Satz: 

Die drei Durchschnitts-Curven der characteristischen Fläche 
einer gegebenen Linienfläche mit den drei Hauptschnitten XY, 
XZ, YZ dieser letztern Fläche sind, in diesen Hauptschnitten, 
die Projectionen der characteristischen Curven dreier conju- 
girter Congruenzen, welche bezüglich OZy OY, OX zu ihren 
Hauptaxen haben.*) 

Wir verweisen, was die Discussion der Durchschnitts-Curven (67) betrifft, 
auf den vorigen Paragraphen und bemerken bloss, dass die in XY imd XZ 
liegenden Durchschnitts-Curven aus vier Schleifen bestehen und im Mittel- 
puncte der Fläche einen vierfachen Punct haben, während für die in YZ 
liegende Durchschnitts-Curve dieser Punct ein isolirter ist. 

133. Um die Gleichimg der characteristischen Fläche (63) zu befriedigen, 

können wir gleichzeitig; 

k, .r« + X-,y2 + X-3 z2 = + X . k.k^k^, ] 

3 (68) 

^•- + y' + z^ = noV k,^ k^^ k^^ J 

setzen, indem wir durch x und xo zwei beliebige Constanten bezeichnen, 

zwischen denen die folgende Relation besteht: 

X^ = Xo^. 

Diese Relation wird insbesondere befriedigt, wenn die beiden Constanten gleich 
Eins sind. Es lässt sich eine characteristische Fläche durch eine räumliche 
Curve beschreiben, welche der Durchschnitt einer Kugel mit zwei 
Flächen zweiter Ordnung ist. Diese Curve bestimmt in jeder ihrer Lagen 
solche Complexe, deren Parameter, abgesehen vom Zeichen, gleich sind. 

Li unserm Falle ist die gegebene Linienfläche ein einschaliges Hyper- 
boloid. Führen wir in die letzten beiden Gleichungen statt der Parameter 
die Halbaxen-Quadrate desselben wieder ein, so erhalten wir: 

— — ^ — — -^ X 

"" ^ "^ 3 ) (69) 

^.2 -(- y2 _^ ^2 = ;^^ J/ä2^«^2. 



*) Den Satz des Textes können wir auf drei beliebige zugeordnete Complexe einer gegebenen 
Linienfläche und die drei entsprechenden zugeordneten Durchmesser ausdehnen. 
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Wenn wir z imd xo gleich Eins setzen, so stellt die erste der beiden vor- 
stehenden Gleichungen, wenn wir das untere Vorzeichen nehmen, das gege- 
bene einschalige Hyperboloid dar, wenn wir das obere Zeichen nehmen, ein 
zweischaliges Hyperboloid. Die beiden Hjrperboloide haben denselben 
Asymptoten-Kegel und die Quadrate irgend zweier gleichgerichteter Durch- 
messer derselben sind gleich und von entgegengesetztem Zeichen. Ein ein- 
schaliges imd zweischaliges Hjrperboloid , welche in dieser gegenseitigen Be- 
ziehimg zu einander stehen, wollen wir überhaupt zwei zusammen- 
gehörige Hyperboloide nennen. 

Die characteristische Fläche eines gegebenen einschaligen 
Hyperboloids geht durch die Curve, nach welcher das gegebene 
einschalige Hyperboloid und das mit diesem zusammengehörige 
zweischalige Hyperboloid von einer Kugel geschnitten wird, 
deren Radius der Cubik-Wurzel aus dem Producte der drei Halb- 
axen des gegebenen einschaligen Hyperboloids gleich ist. 

Wenn wir die linearen Dimensionen der beiden Hyperboloide im qua- 
dratischen, den Eadius der so bestimmten Kugel im cubischen Verhältnisse 
continuirlich wachsen lassen, so beschreiben die Durchschnitts - Curven die 
characteristische Fläche. 

134. Die vollständige characteristische Fläche theilt sich in zwei Theile, 
die durch den Asymptoten-Kegel von einander getrennt sind. Der eine Theil 
besteht aus Curven-Zügen , die auf den einschaligen Hyperboloiden liegen. 
Durch ihn sind die Parameter solcher Complexe bestimmt, deren Durch- 
messer den reellen Durchmessern des gegebenen einschaligen Hyperboloids 
parallel sind. Der andere Theil besteht aus Curven-Zügen, die auf den 
zweischaUgen Hyperboloiden liegen. Durch ihn sind die immer reellen 
Parameter derjenigen Complexe bestimmt, deren Durchmesser den (ihrer 
Länge nach) imaginären Durchmesser des gegebenen einschaligen Hyper- 
boloids parallel sind. Während die Durchmesser der Fläche, durch die Seiten 
des Asymptoten-Kegels hindurchgehend, imendlich gross werden, werden die 
entsprechenden Parameter gleich Null. Diesem Durchgange entspricht der 
üebergang zwischen reellen und imaginären Durchmessern der Fläche, zwi- 
schen ix)sitiven und negativen Parametern der Complexe. 

135. Wir haben bisher bloss das einschalige Hyperboloid betrachtet, 
dessen Erzeugende reelle gerade Linien sind. Der imaginären Linienfläche, 
die wir imaginäres Ellipsoid nennen wollen, entspricht, dass die Para- 
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meter der drei Central-Complexe dasselbe Zeichen haben. Wenn wir dem 
entsprechend 

k^ k^ = ö2, 

X-i X-3 = b\ (70) 

k^ k^ = c^ 

setzen, erhalten wir für das imaginäre EUipsoid folgende Gleichimg: 

^ + fr + ^ + 1 = 0. (71) 

Aber die Gleichung (64), welche die Linienflläche darstellt, bleibt auch 
dann noch reell, wenn die Parameter der drei Central-Complexe gleichzeitig 

imaginär werden. Wenn wir für ki, k^y k.^ die imaginären Werthe k{ V — 1, 

k^V — 1, k^V — 1 einsetzen, geht diese Gleichimg in die folgende über: 

klx^ + Ky^ + k,'z^ = - klk^k^. (72) 

Hier haben wir wiederum zwei Fälle zu unterscheiden: entweder haben von 
den drei neuen Constanten nur zwei dasselbe Zeichen und die dritte hat das 
entgegengesetzte Zeichen, oder die Zeichen derselben stimmen sämmtlich 
überein. In dem ersteren Falle können wir 

K K = -h^, (73) 

• k; ki = — tf« 

setzen und erhalten: 

S - 1^ - 7 - 1- <'*' 

Dann ist die Fläche ein zweischaliges Hyperboloid. In dem zweiten 
Falle können wir 

ky h\ = b\ (75) 

^1 ki = c* 
setzen und erhalten: 

-^ + $- + ^ = 1. (76) 

Dann ist die Fläche ein EUipsoid. 

In jedem Puncte des zweischaligen Hyperboloids und des Ellipsoids 
-schneiden sich zwei imaginäre Erzeugende. Die Flächen werden in doppelter 
Weise von imaginären geraden Linien erzeugt, die beiden imaginären geraden 
Linien, welche in jedem Puncte der Flächen sich schneiden, gehören den 

beiden Erzeugungen derselben an. 

18* 
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136. Die Betrachtungen über characteristische Flächen in der 133. Num- 
mer runden sich erst dann ab , wenn wir neben der characteristischen Fläche 
des einschaligen Hyperboloids auch die characteristische Fläche der imagi- 
nären Linienfläche , welche reell bleibt , und die imaginären characteristischen 
Flächen des zweischaligen Hyperboloids und des EUipsoids betrachten. 

Das einschalige und das zweischalige Hjrperboloid , welche durch die 
beiden Gleichungen (47) und (74) dargestellt werden, haben wir, in dem 
Falle, dass Xr^ = k^y k^ = k^y k^ = k^, zwei zusammengehörige Hyperboloide 
genannt. Unter derselben Voraussetzung sagen wir, dass das imaginäre und 
reelle EUipsoid, welche durch die Gleichimgen (72) und (76) dargestellt wer- 
den, zusammengehören. 

Um die Gleichung der characteristischen Fläche ftlr das imaginäre El- 
lipsoid (72) zu erhalten, brauchen wir bloss in der Gleichung dieser Fläche 
für das einschalige Hyperboloid (47) die Zeichen von ¥ und c^ zu ändern. 
Dann kommt statt (61): 

aHH^ {f-' + |i + ^J-y = (^•^ + y^ + ^^)^ (77) 

und wir erhalten statt (69) die folgenden beiden Gleichungen: 

3 \ (78) 

x2 -j- y2 + z2 = xoVa^b^c^, 
wobei zwischen x und xo die frühere Bedingungs-Gleichung fortbesteht. Die 
characteristische Fläche besteht hier aus einem reellen und einem imaginären 
Theile. Diese beiden Theile werden bezüglich von Curven erzeugt, nach wel- 
chen zusammengehörige reelle und imaginäre EUipsoide von Kugeln geschnit- 
ten werden. Unter den imaginären Ellipsoiden befindet sich insbesondere 
das gegebene. Das mit diesem zusammengehörige reelle EUipsoid wird von 
der characteristischen Fläche immer in einer reellen Curve geschnitten, die 
gleichzeitig auf einer Kugel liegt, deren Radius der dritten Wurzel aus dem 
Producte der drei Halbaxen dieses EUipsoids gleich ist. 

Wenn die Gleichung der für den Fall des einschaligen Hyperboloids und 
des imaginären EUipsoids reeUen characteristischen Fläche (63) auf den Fall 
des zweischaligen Hyperboloids imd des reeUen EUipsoids bezogen werden 

soU, so müssen wir ^,, X*2, k^ mit k^ V" — 1, k^V — 1, k^'V^i vertauschen. 
Dann wird das Quadrat des Leitstrahles der characteristischen Fläche n^ativ, 
die Fläche selbst also imaginär. Wir erhalten aber eine neue reeUe Fläche, 
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wenn wir für den imaginären Leitstrahl rV — 1 nehmen. Dann kommt: 

{k;x^ + k^y^ + k^z^f = {x^ + y^ + z^)\ 

imd wenn insbesondere k^ = k^^ k^ = k^^ k^ = k^^ ist diese Gleichimg die- 
selbe, von der wir ausgegangen sind. 

Die characteristische Fläche eines einschaligen Hyperboloids 
bestimmt also zugleich die imaginären Parameter aller Com- 
plexe des zugehörigen zweischaligen Hyperboloids, so wie die 
characteristische Fläche eines imaginären Ellipsoids zugleich 
die imaginären Parameter aller Complexe des zugehörigen reel- 
len Ellipsoids bestimmt. 

137. Wir haben in der 98. Nummer vier verschiedene Arten von Con- 
gruenzen unterschieden. Jeder Durchmesser einer Fläche zweiter Ordmmg 
und Classe, welche einen Mittelpunct hat, fällt, der Richtimg und Grösse 
nach , mit dem Hauptdurchmesser einer Congruenz , der die Fläche angehört, 
zusammen. Es entspricht hierbei jedem Dm'chmesser des einschaligen 
Hyperboloids eine Congruenz der ersten oder zweiten Art, je nachdem 
dieser Durchmesser das Hyperboloid schneidet oder nicht schneidet. Den 
Uebergang bezeichnet der Fall, dass die beiden Directricen der Congruenz in 
einer Asymptote der Fläche zusammenfallen. 

Jedem Durchmesser eines imaginären Ellipsoids entspricht eine 
Congruenz der zweiten Art. 

Jedem Durchmesser eines zweischaligen Hyperboloids entspricht, 
je nachdem er die Fläche schneidet oder nicht sclmeidet, eine Congruenz 
der dritten oder vierten Art. 

Jedem Durchmesser eines reellenEllipsoids entspricht eine Congruenz 
der dritten Art. 

138. Von den vorstehenden Entwickelimgen sind diejenigen Flächen 
zweiter Ordnung und zweiter Classe ausgeschlossen, welche keinen Mittel- 
punct haben und einmal von reellen, das andere Mal von imaginären ge- 
raden Linien erzeugt werden: das hyperbolische imd elliptische Paraboloid. 

139. Wir haben bereits frilher in der 111. Nummer eine Fläche zwei- 
ter Ordnung durch drei Complexe bestimmt, deren Parameter gleich Null 
sind. Es kommt dies darauf hinaus, die Axen solcher drei Complexe als 
Linien der zweiten Erzeugung der Fläche zu betrachten, die von den Linien 
ihrer ersten Erzeugung geschnitten werden. Durch die drei Linien der zwei- 
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ten Erzeugung haben wir drei beliebige Ebenen gel^ und diese Ebenen zu 
Coordinaten- Ebenen genommen. Dann berührt die Fläche diese drei Ebenen. 
Diese Ebenen schneiden die Fläche, ausser in den drei Linien der zweiten 
Erzeugung, auch noch in drei Linien der ersten Erzeugung. In jeder dieser 
Ebenen ist der Durchschnitt der beiden Linien der zwiefachen Erzeugung 
der Punct, in welchem dieselbe von der Fläche berührt wird. Unter ana- 
logen Voraussetzimgen können wir auch das zweischalige Hjrperboloid und 
das Ellipsoid bestimmen. Wir nehmen irgend drei Tangential -Ebenen einer 
dieser Flächen zu Coordinaten - Ebenen. Dann geht jede dieser Ebenen durch 
zwei conjugirt imaginäre Linien der Fläche und diese Linien schneiden sich 
in dem reellen Puncte, in welchem die Ebene von der Fläche berührt wird. 
Wir wollen in Uebereinstimmung hiermit, indem wir zur angezogenen Num- 
mer zurückgehen, 

u\ u'-uo + uo'j/^, \ (79) 

V, v' i^Vo + Vo V— 1 
setzen. Dann gehen die Gleichungen (12) imd (13) dieser Nummer, welche 
die drei Linien der zweiten und die drei Linien der ersten Erzeugung, welche 
in den drei Coordinaten - Ebenen liegen, darstellen, in die folgenden über: 

{t, + /oy^).r + (wo-Wo'/^T)y + 1 = 0, ^ 

(t\, + VoV-l)z + (4 - t,'V'-^)x + 1 = 0, \ (80) 

{uo-\-Uoy—l)y + (2^0 - Vol/—\)z + 1 =- 0, 



und 



(4 - t,']/—'\)x + {u, + u,'V—i)y + 1 = 0, 

(vo — voV—i)z + (/o + /oY— i).f + 1 = 0, 

(«0 — «oy=T)y + {v, + VoV^^)z + 1 = 0. 



(81) 



Die Coordinaten der drei Berührungspuncte in den drei Coordinaten- Ebenen 
Xr, XZ, FZ sind: 



Xt = 



— % 







X9 = - 
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(82) 



Ui = 
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— U 







Wo«'o'+<«'o' 



WoV+ w<>o* 



') 



*) Die Gleichungen (81) geben unmittelbar: 

j-, yjZi = X, y, r,, 
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Wir erhalten fdr die Gleichung der LinienjBäche aus (9): 

1 + 24ar + 2woy + "^voz + (4« + 4'0.r« + W + Uo'^)y^ + {vo^ + Vo^)z^ 
+ 2{}ioVo — UQVo')yz + 2{toVo — toVQ')xz + 1{hu^ — t^u^xy = 0. (83) 

Je nachdem 

« 

oder 

(4^ + 4' ^) < (4 2^o' — 4' 2^o) (4 2^o' — /o' e^o) , 
stellt diese Gleichung ein zweischaliges Hyperboloid oder ein Elli- 

psoid dar.*) 

Setzen wir in dieser Gleichimg 4, Wo, «'o gleich Null, so kommt: 

1 + /o'2^-2 + wo'^y^ — v^'^z^ — 2uoVoyz — 2toVQXz — 2toUoxy = 0. (84) 
Dann ist die Fläche ein zweischaliges Hyperboloid, das auf seinen Mittel- 
punct als Anfangspimct der Coordinaten bezogen ist. 

140. Die Bestimmung des elliptischen Paraboloids ist der Bestimmung 
des hyperbolischen in der 114. Nummer ganz analog. Die Bedingungs- 
Gleichung (20) geht in die folgende über: 

r + ? + ? = l- (85) 

•o **o ^'o 

Mit den Linien der beiden Erzeugimgen werden die beiden Ebenen, denen 
sie parallel sind, conjugirt imaginär. Wir erhalten fOr dieselben die folgen- 
den Gleichungen, welche wir in eine einzige zusammenziehen: 

WoVo + U'Vq') + {((^Vq — (qVo) /— 1] X + [{UqVo + UqVq) + {UoVo + UoVo) V—l] y 

+ {vo' + Vo')z = (86) 

und aus (24) zur Bestimmimg der reellen Durchmesser -Richtimg: 



'o 



X = 



^--y = --^'--. (87) 

141. Wir haben hiermit die sämmtlichen reellen Flächen der zweiten 
Ordnimg und Classe durch die Gleichungeji dreier linearer Complexe, deren 
Parameter verschwinden, dargestellt und aus den Systemen solcher drei 
Gleichungen die Gleichungen derselben in Pimct - Coordinaten abgeleitet: das 
einschahge Hyperboloid (9), dasselbe bezogen auf seinen Mittelpunct (17), 
das hyperbolische Paraboloid (9), unter Voraussetzung der Bedingungs - Glei- 



eine geometrische Beziehung zwischen irgend drei Tangential - Ebenen einer gegebenen Fläche zweiter 
Ordnung und Classe, welche zu discutiren hier nicht der Ort ist. 
*) Geometrie des Raumes Nr. 26. 
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chung (20), das zweischalige Hyperboloid und das Ellipsoid (83), ersteres 
auf seinen Mittelpunct bezogen (84), und endlich, unter Voraussetzung der 
Bedingungs - Gleichung (85), das elliptische Paraboloid (86). Ausgeschlossen 
bleibt hier, für den Fall des zweischaligen Hyperboloids, des elliptischen 
Paraboloids und des EUipsoids, die Annahme, dass der Anfangspunct der 
CJoordinaten innerhalb der genannten Flächen liege. Für den FaU des ein- 
schaligen Hyperboloids gibt es kein Innerhalb und kein Ausserhalb. Die 
imaginäre Fläche ist ganz ausgeschlossen. Die Coordinaten-Bestimmung wird 
illusorisch, wenn der Anfangspunct auf der Fläche angenommen wird. 

142. Dieselben Flächen der zweiten Ordnung imd Classe, die wir durch 
drei lineare Gleichungen in Strahlen -Coordinaten dargestellt haben, haben 
wir in analoger Weise auch durch drei Gleichungen in Axen- Coordinaten 
dargestellt und, wie wir aus jenen die Gleichung der Flächen in Punct- 
CJoordinaten abgeleitet haben, aus dieser die Gleichung derselben Flächen in 
Plan-Coordinaten abgeleitet. Die Gleichung (28), welche wir in der 115. Num- 
mer erhalten haben, geht für solche reelle Flächen, welche nicht durch reelle 
gerade Linien erzeugt werden, in die folgende über: 

((^r-lo)jr-J«V-i) ((i/~t/o) - < y-i) {{v-v,) - </^) _ 

({t - ^o) + V J/-1) {{u - I/o) + I/o' /- 1 ) {{V - V,) + < y-i) ' ^ ^ 

Wemi wir entwickeln, verschwindet aus dieser Gleichung das Imaginäre. 

143. Reelle und imaginäre Kegelflächen so wenig als reelle und imagi- 
näre ebene Curven lassen sich durch drei lineare Gleichungen, weder in 
Stralilen - Coordinaten noch in Axen- Coordinaten, darstellen. Jene sind nicht 
als Flächen zweiter Classe, diese nicht als Flächen zweiter Ordnung zu 
betrachten. 

144. Aber die Frage, ob die Linienflächen, die wir durch das Symbol: 

i2 + fii2' + ft'i2" = 
dargestellt haben, durch Particularisation der Complexe Si, Si\ iß" nicht 
dennoch in andere geometrische Gebilde ausarten können, ist hiermit nicht 
erledigt. 

Wir wollen einem der drei Complexe seine ganze Allgemeinheit lassen, 
al)er annehmen, dass die beiden anderen Complexe von der besonderem Art 
seien, dass sämmthche Linien jedes derselben einer festen geraden Linie 
l>egegnen, und dass die beiden festen geraden Linien sich schneiden, oder, 
was dasselbe heisst, in derselben Ebene liegen. Wir wollen die beiden 



C=0, ] 
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Coordinaten-Axen OZ und OF mit ihnen zusammenfallen lassen. Dann 
stellen die Gleichimgen 

SX :Ezri ^^ 7^6 — ^9 = 0, iß" = 9 = 

die fragliehen beiden Complexe dar. Diese beiden Gleichungen haben zur 
Folge, dass entweder a oder r gleich Null ist. Hiermit in XJebereinstim- 
mung gehören einerseits alle Linien, deren Coordinaten die drei Gleichimgen: 

Ar + Bs -{- C = 0, 
9 = 0, 

befriedigen , andererseits alle Linien , deren Coordinaten die drei Gleichungen : 

Bs + C— Do = 0, 1 

befriedigen, der durch die dreigliedrige Complex- Gruppe dargestellten Linien- 
fläche an. Alle Linien, welche den drei Complexen (89) gleichzeitig an- 
gehören, liegen in der durch die Gleichung: 

Ax J\- By + Cz = (91) 

dargestellten Ebene und gehen, in dieser Ebene, durch den Anfangspunct 
der Coordinaten. Alle Linien, welche den di'ei Complexen (90) gleichzeitig 
angehören, liegen in der Coordinaten -Ebene FZ und gehen in dieser Ebene 
durch den Punct, der durch die Gleichung: 

Cu — Bv^ Dw = (92) 

dargestellt wird. Die Ebene (91) bleibt dieselbe für alle Complexe der drei- 
gliedrigen Gruppe: 

{Ar — Bs + C) + nQ + II a = 0, 
sie ist für alle die Ebene, welche dem Anfangspunct der Coordinaten ent- 
spricht. Der Punct (92) bleibt derselbe für alle Complexe der dreigliedrigen 
Gruppe : 

(Bs+C—Bö) + IIQ + II r = 0, 
er ist ftlr alle der Punct, welcher der Coordinaten - Ebene FZ entspricht. 

Die der so bestimmten Linienfläche angehörigen Linien liegen also in 
zwei Ebenen und gehen in jeder dieser beiden Ebenen durch 
einen festen Punct der Durchschnittslinie der beiden Ebenen. 
Die beiden Ebenen und die beiden Puncte entsprechen einander 
in allen Complexen der dreigliedrigen Gruppe. 

Wir können die Linienfläche durch eine Gleichung zweiten Grades in 
Punct-Coordinaten darstellen. Dann erhalten wir die beiden eben bestimm- 
ten Ebenen; aber es verschwindet jede Spur der Erzeugimg dieser Ebenen 

Plücker, Goomclrie. 19 
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durch eine gerade Linie, welche innerhalb derselben um einen festen Punct 
sich dreht. Wenn wir uns der Plan - Coordinaten zur Darstellimg der Linien- 
fläche bedienen, so erhalten wir die beiden Puncte; es verschwindet aber 
jede Spur der Umhüllung dieser Puncte durch eine gerade Linie, welche in 
einer festen Ebene liegt. 

145. Die geometrische Bestimmung der Linienfläche kommt in diesem 
Falle darauf hinaus, diejenigen geraden Linien zu bestimmen, welche zwei 
gegebene einander schneidende gerade Linien schneiden und überdiess einem 
gegebenen Complexe angehören. Diese Linien liegen entweder in der Ebene 
der beiden gegebenen geraden Linien und gehen dm-ch den in dem Complexe 
dieser Ebene zugeordneten Punct, oder sie gehen durch den Durchschnitts- 
punct der beiden gegebenen geraden Linien und hegen zugleich in derjenigen 
Ebene, welche in dem Complexe diesem Puncte entspricht. 

Die vorstehenden geometrischen Betrachtungen ergänzen sich noch da- 
durch, dass unter den Complexen der Gruppe sich einer von der besondem 
Art befindet. Die feste Linie, die von allen Linien dieses Complexes ge- 
schnitten wird und welche im Allgemeinen den beiden gegebenen geraden 
Linien nicht begegnet, wird, wie diese, von den Linien der Linienfläche ge- 
schnitten. Diese Linienfläche ist im Allgemeinen ein einschaliges Hyper- 
boloid, dessen Linien einer Erzeugung die drei gegebenen geraden Linien 
schneiden, artet aber, wenn zwei der drei gegebenen Linien sich schnei- 
den, in ein System von zwei Ebenen, bezüglich in ein System von zwei 
Pimcten aus. 

Wenn die feste Linie einer der beiden gegebenen, sich schneidenden, ge- 
geraden Linien begegnet, so ändert sich in den vorstehenden Beziehungen 
wesentlich nichts. Dann wird eine der drei Linien derselben Flächen -Er- 
zeugung von den beiden übrigen in zwei Puncten geschnitten, oder, was 
dasselbe heisst, die drei Erzeugenden liegen in zwei Ebenen. Diese beiden 
Ebenen einerseits, die beiden Durchschnittspuncte andererseits sind diejeni- 
gen, in welche die Linienfläche ausartet. 

146. Wenn insbesondere aber in den Complexen der dreigliedrigen Gruppe 
der Durchschnittspunct der beiden gegebenen geraden Linien der Ebene ent- 
spricht, welche durch diese Linie geht, so verschwinden die Constanten B 
und C in den vorstehenden analytischen Entwickelüngen : dann fällt die Ebene 
(J)l) mit der Cooixlinaten - Ebene FZ, der Punct (92) mit dem Anfangspuncte 
der Coordinaten zusammen. 
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Die Linienfläche artet in diesem Falle in ein System von zwei zu- 
sammenfallenden Ebenen, bezüglich in ein System von zwei in diesen 
Ebenen zusammenfallenden Puncten aus. 

147. Von dem zuletzt betrachteten Falle sind diejenigen wohl zu unter- 
scheiden, in welchen ohne weitere Bedingung: 

= 0, 9 = 0, >/ = 0, (93) 

oder 

r = 0, 9 = 0, ri = 0. (94) 

In dem ersten Falle befriedigen die dreigliedrige Complex- Gleichung die 
Coordinaten jeder durch den Anfangspunct gehenden geraden Linie, in dem 
zweiten Falle die Coordinaten jeder in der Ebene FZ liegenden geraden 
Linie. 

So wie zwei zusammenfallende Directricen erst dann eine Congruenz 
bestimmen (Nr. 68), wenn die Bedingung hinzukommt, dass die Linien der- 
selben einem gegebenen Complexe angehören, der eine mit den Directricen 
zusammenfallende Linie hat, so bestimmen drei dm-ch denselben Punct gehende 
Erzeugenden eine Linienfläche erst dann, weim noch die Bedingung hinzu- 
kommt, dass die Linien derselben einem gegebenen Complexe angehören. 
Wenn diese doppelte Bedingung fehlt, so erhalten wir in dem ersten Falle 
statt der Congruenz einen Complex von besonderer Art, dessen Linien die 
beiden zusammenfallenden Directricen schneiden. Im zweiten Falle bedingen 
zwei der drei Complex - Gleichungen : 

9 = 0, Tj =- ra — $Q = 0, (95) 

dass rö gleich Null werde, imd dieser Bedingimg kann sowohl durch das 
Verschwinden von a als durch das Verschwinden von r entsprochen werden. 
Demnach sind die beiden vorstehenden Gleichungen einmal mit den drei 
Gleichimgen (93), das andere Mal mit den drei Gleichungen (94) gleichbedeu- 
tend. Die Congruenz besonderer Art, welche durch die beiden Gleichungen 
(95) dargestellt wird und die Coordinaten - Axen OZ und OF zu Directricen 
hat, umschliesst (Nr. 68) einmal alle Linien, welche in FZ, der Ebene der 
beiden Directricen Hegt, das andere Mal alle Linien, welche durch 0, den 
Durchschnitt der beiden Directricen, gehen. Kommt in der Gleichung (93) 
die Bedingung ö = hinzu, so werden dadurch von der Congruenz alle 
Linien, welche in der Ebene der beiden Du'ectricen liegen und nicht durch 
ihren Durchschnitt gehen , ausgeschlossen. Kommt in der Gleichung (94) die 

Bedingung r = hinzu, so werden dadurch von der Congruenz alle die- 

19* 
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jenigen Linien ausgeschlossen, welche durch den Durchschnitt der beiden 
Directricen gehen und nicht nüt ihnen in derselben Ebene liegen. Wir kön- 
nen also sagen, dass die beiden Gleichungen (93) und (94) zusammen die 
Congruenz besonderer Art darstellen. Die Linien des einen Theiles der Con- 
gruenz umhüllen einen Punct, den wii* als eine Linienfläche erster Classe 
betrachten und durch eine Gleichmig in Plan-Coordinaten darstellen können. 
Die Linien des anderen Theiles der Congruenz liegen in einer Ebene, die wir 
als Linienfläche erster Ordnung betrachten und durch eine Gleichung in 
Punct - Coordinaten darstellen können.*) 

148. Wir haben in dem vorliegenden Paragraphen, indem ^vir die gerade 
Linie , in ihrer doppelten geometrischen Bedeutung als Strahl und Axe, statt 
des Punctes und der Ebene, als Raum dement eingeführt haben, durch drei 
lineare Gleichungen zwischen Strahlen- oder Axen - Coordinaten eine Fläche 
der zweiten Ordnung und der zweiten Classe bestimmt, in der Art, dass 
jede einzelne iln'er beiden Erzeugungen durch drei solcher Gleichungen dar- 
gestellt wird. Während die Fläche und demnach ihre Tangential - Ebenen 
und in diesen die Berühnmgspuncte reell sind, können die beiden Durch- 
schnittslinien der Tangential - Ebene mit der Fläche , die beiden Erzeugenden, 
welche durch den Berührungspunct gehen, sowohl reell als imaginär sein. 
Unter dem so erweiterten Gesichtspuncte köimen wir alle Flächen zweiter 
Ordnung und Classe als Linienflächen ansehen. Die gesammten Eigenschaften 
solcher Flächen lassen sich, wozu der Weg in dem Vorstehenden angebahnt 
ist, in gleicher Weise aus der Discussion der di'ei linearen Gleichimgen zwi- 
schen Strahlen- und Axen - Coordinaten ableiten, wie diess bisher aus der 
Discussion einer quadratischen Gleichung in Punct- oder Ebenen-Coordinaten 
geschehen ist. 

*) Um bei der analytischen Discurision der fraglichen particularen Fälle möglichen Irrthümem 
vorzubeugen, ist es im Allgemeinen räthlich, homogene Gleichungen zwischen den sechs Linien- 
Coordinaten zu Gnmde zu legen. Wenn wir zum Beibpiel in der vorstehenden analytischen Discussion 
die Coordinaten - Axen OZ und OX mit einander vertauschen, könnten wir leicht zu übereilten Schlüs- 
sen inducirt werden. 



Die Complexe des zweiten Grades. 



Abschnitt I. 

Zwiefache analytische Sarstellung eines Complexes des zweiten Grades. Complex- 
Caryen zweiter Classe^ yon Linien des Complexes umhüllt; Gomplex - Kegel 
zweiter Ordnung ^ yon Linien desselben beschrieben. Gomplex -Flächen yierter 
Ordnung und Classe^ einerseits yon Gomplex - Guryen beschrieben^ andererseits 

yon Gomplex -Kegeln umhüllt. 



§1- 

Die aUgemeine Gleichung der Linien -Complexe des zweiten Grades in Strahlen- 

und Axen-Goordinaten. 

149. Von den vier Strahlen -Coordinaten: 

r, s, Q, a 
bedeuten r und s die trigonometrischen Tangenten derjenigen Winkel, welche 
die beiden Projectionen des Strahles in den Coordinaten -Ebenen XZ xmd FZ 
mit der Coordinaten -Axe OZ bilden, q und die Segmente, welche diese 
beiden Projectionen von den Coordinaten - Axen O.Y imd OF abschneiden. 
Daraus ist die fünfte Strahlen -Coordinate: 

ri =i ra — sq 
abgeleitet. 

Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen den fOnf Coor- 
dinaten sei die folgende: 

Ar^ J^ Bs^ + C + Dg^ + Eq^ + F^i^ 
+ IGs + 2/rr + IJrs + "IKqri — 2L6ri — 2Mq6 

— 2^r(y + 20sQ 
+ 2PrQ + 2Qrrj + 2Rsr) — 2Ssa — 2Ta + 2Uq = 0.*) (I) 



*) Dieselben Eücksichten, die uns bestimmten, in der allgemeinen Gleichung der Complexe 
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Diese Gleichung enthält neunzehn von einander unabhängige Constante. 
Es ist unnöthig, ein letztes Glied + 2Vrj hinzuzufügen: das würde darauf 
hinauskommen , die absoluten Werthe der Constanten iV imd um V zu ver- 
mindern. Durch Einführung eines solchen überzähligen Gliedes würde die 
Symmetrie im Allgemeinen zwar gewinnen; allein es ist nicht räthlich, bei 
speciellen Untersuchungen ein derartiges Glied beizubehalten, um so weniger, 
als wir es eintretenden Falles ohne Weiteres hinzufügen können. 

150. Von dieser allgemeinen Gleichung können wir sogleich zu der 
folgenden übergehen, in welcher x, y\ z imd x, y , z als die Coordinaten 
irgend zweier Puncte einer Linie des Complexes auftreten:*) 

A(x-xy + B{y-yy + C{z-zy 

+ D(yz —yzf + E{xz — xzy + F{xy—xyy 
+ '^G(y-y'){z-z') + 2H{x-x'){z-z') + 2J{x-x'){y-y') 
+ 2K{xy'-xy){xz-xz)+ 2L{xy-xy){yz-yz) + 2M{xz-xz')(yz'-y'z) 

+ 2N{x-x)(yz-yz) + 20{!/-y'){x' z-xz') 
+ 2P{x — x){xz — xz) + 2Q{x — x){xy' — xy) 
+ 2R{y-y'){xy-x'y) + 2S {y-y){yz' -y z) 
+ 2T{z — z') (yz'—yz) + 2U{z — z) {x'z — xz) = 0.**) (H) 

Diese allgemeine Complex- Gleichung wird, indem wir x, y, z als die Coor- 
dinaten irgend eines festen Punctes betrachten und demnach constant neh- 
men, während wir .r, y, z veränderlich lassen, die Gleichimg einer Kegel- 
fläche zweiter Ordnung. Diese Kegelfläche hat den festen Punct 
zu ihrem Mittelpuncte, und ihre Seiten sind diejenigen Linien 
des Complexes, welche durch den festen Punct gehen. 

151. Von den vier Axen- Coordinaten: 

p, q, st, X 
bedeuten die beiden letzten st und x, reciprok imd negativ genommen, das 



ersten Grades zwischen fünf Strahlen- oder Axen- Coordinaten bezüglich die Coefficienten von a und % 
mit negativen Vorzeichen zu nehmen (vergleiche die Note zur 26. Nummer), veranlassen uns, in den 
entsprechenden frleichungen der Complexe zweiten Grades dasselbe zu thun. 
*) Einleitende Betrachtungen Nr. 2. 
**) Den beiden Gliedern: 

2.V(a:-x') (yz-yz) + 20(y-y') {xz-xz) 
würde sich das überzählige Glied: 

2Fi? — 2r(2— 2') {xy—xy) 
anschliessen. Dann aber liessen sich die drei Glieder in die folgenden beiden: 

2(.V- V) {x-x) {yz-yz) + 2(0-F) (y-y) {xz-xz) 
zusammenziehen. 
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.r und y derjenigen beiden Puncte, in welchen die bezügliche gerade Linie 
die Ebene XZ und YZ schneidet. Verbindet man diese beiden Puncte mit 
dem Anfangspuncte der Coordinaten durch gerade Linien, so bilden diese 
Linien in den Coordinaten - Ebenen XZ und YZ mit der Axe Z zwei Winkel, 
deren trigonometrische Tangenten, reciprok imd negativ genommen, p und q 
sind. Daraus ist die fünfte Coordinate: 

abgeleitet. 

Die Gleichung desselben Complexes zweiten Grades, den wir oben 
durch die Gleichimg (I) in Strahlen-Coordinaten dargestellt haben , wird unter 
Anwendung der Axen - Coordinaten die folgende: 

Dp^ + Eq^ + Z' + Jx2 + Bn^ + C«^ 
+ "IKq + 2Lp + "IMpq + IGn^ — 2Hxco — 2J:t7t 

— 2Np7t + 20qn 
+ 2Sp:( + 27>« + 2 Uq^y — 2Pqy — 2Q7t + 2Rn: = 0.*) (lU) 

152. Von dieser allgemeinen Gleichung können wir sogleich zu derjeni- 
gen übergehen, in welcher fy u\ v und (, u, v als die Coordinaten irgend 
zweier Ebenen, welche in der bezüglichen Linie sich schneiden, auftreten: 

D{t—ty + E(u—uy + F(v—vy 

+ A(uv—uvy + B{tv — tvy + C{iii—fuy 

+ 2K{u — u) {v — v) + 2Z(/— O {v — v) + 2M{i — t'){u — u) 

+ 2G{tu—fu){t'v — tv) + 2H{tu—fu){uv—uv) + 2J{t'v — tv){uv—ut^ 

+ 2N{t—t'){uv—uv) + 20{u — u){fv — tv') 
+ 2S{i—t') {t'v — iv") + 2T{t—t'){tii—t'u) 
+ 2U{H — u){tu—t'u) + 2P{u — u){uv—uv) 
+ 2Q{v — v){uv—uv) + 2R{v — v){t'v — tv) = 0.**) (IV) 

Die Gleichung (IV), welche die allgemeine Gleichimg der Complexe des 
zweiten Grades ist, stellt, wenn wir t\ u, v auf eine beliebige feste Ebene 
beziehen und, dem entsprechend, als constant betrachten, eine Curve 
zweiter Classe dar, welche in der festen Ebene von den in der- 
selben liegenden Linien des Complexes umhüllt wird. 

153. Die Vertauschungen von 



*) Einleit. Betr. Nr. 5. 
**) Einleit. Betr. Nr. 3. 
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;% s, 1, — o, Q, 7] 
und 

— X, ^, cj, p, y, 1, 
so wie die entsprechenden Vertauschungen von: 

(x—x), (y— y)> (^ — -')> {y-—y^)y {xz — xz), (xy' — xy) 
imd 

(wi?' — //r), (/'e? — iv), (tu — t'u)y {t — /'), (w — ?/'), {v — v\ 
welche wir machen müssen, um bezüglich die Gleichungen (I) und (IQ) und 
die Gleichungen (11) und (IV) aus einander abzuleiten, kommen darauf hin- 
aus, einerseits: 

r, s, a, Q, 7] 
imd 

p, qy X, n, cj 
anderei'seits : 

,r, y, z, X, y\ z 
und 

/, 1/, V, t\ u\ V, 

so wie beides Mal: 

A, B, C, G, H, J, />, Q, R 

und 

J), E, F, h\ Z, M, S, T, U 

gegenseitig mit einander zu vertauschen. 

154. Die Gleichung (I) wird erst dann symmetrisch, wenn wir sie durch 
Einführung einer sechsten Veränderlichen , wie diess bereits (Einl. Betr. Nr. 6.) 
angedeutet ist , homogen machen. Ist // die neue Veränderliche , und l^ehalten 
wir überdiess die überzählige Constante V bei, so geht (I) über in: 

Ar^' + Bs^' + Ch' + Da^ + Eq^ + Fri^ 
+ 2Gsh + 2Hrh + 2Jrs + IKqt) — 2Lar) — ^Mga 

— 2Nra + 20sq + 2Vhri 
+ 2PrQ + 2(?rij + 2Rsr] + 2Sso — 2Tha + 2UhQ = 0.*) (V) 



*) Die Eiiiführung von h kommt darauf hinaus, die beiden ersten der drei Projeetionen der 
geraden Ijinie (r, q, h^ <f): 

a: = rz+^, y=^sz'\-a^ ry ^ sx + ri 

durch die folgenden beiden zu ersetzen: 

Hiemach können wir die gerade Linie in symmetrischer Weise durch die l>eiden Gleichungen je zweier 
ihrer drei rrojectionen darstellen, durch die letzthin beiden, wie durch die folgenden: 
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155. Einer Vertauschung der drei Coordinaten-Axen unter einander ent- 
spricht eine Vertauschung der Constanten in der allgemeinen Gleichung der 
Complexe zweiten Grades. Wir wollen dabei die Gleichung (II) zu Grunde 
legen, der Symmetrie wegen aber das Glied: 

hinzufügen, indem wir N imd mit N' und 0' vertauschen und 

N = .V — r, = 0'— r 

setzen. Wenn wir alsdann erstens die beiden Coordinaten-Axen OX und 
y mit einander vertauschen , so vertauschen sich gegenseitig {x — x) und 
{y — y), während (i — z) unverändert bleibt, sowie {xz — xz) und — (yz — yz), 
während {xy — x'y) sein Zeichen wechselt. Hiernach werden von der Ver- 
tauschung in keiner Weise berührt die Coefficienten : 

C, F, /, J/, 
während bezüglich 

A, D, G, K 
und 

B y E, Hy L 

ohne Zeichenänderung, mit gleichzeitigem Zeichen weclisel 

N\ 7>, /?, T 
imd 

0\ S, 0, U 
sich gegenseitig vertauschen und ['' sein Zeichen ändert. 

In der Gleichung (V) vertauschen sich hiernach gegenseitig: 

;• imd Q 
bezüglich mit 

s imd a, 
während rj sein Zeichen wechselt. 

Vertauschen wir zweitens die beiden Axen A' und Z mit einander, 
so vertauschen sich in (11) die Ausdrücke (r — x) und {z — z'), während 
{y — y) ungeändert bleibt, ebenso {yz — y z) imd — (xy — a:'y), während 



8x=^ry — 71, sz = hy — er, 

und die folgenden: 

ry := sx-\-7j, rz = hx — q, 

wobei die Bedingungs - Gleichung erfüllt wird: 

ra — 8Q =» hrj. 
Es ist wohl kaum noth wendig, zu bemerken, dass, wenn wir (r — z') für h schreiben, die Gleichung 
(V) in die Gleichung (II) übergeht. 

PlÜcker, Geomelrie. 20 
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{xz — xz) sein Zeichen ändert. Dem entsprechend vertauschen sich in (V) 

r und 9 
mit 

h und — iy, 

während er sein Zeichen wechselt. Von der Vertauschung werden hiemach 

nicht berührt die Coefficienten : 

B y Ey H, Ly 

während sich die Coefficienten 

Ay Dy Gy K 

bezüglich mit 

Cy Fy Jy M 

ohne Zeichenwechsel, mit gleichzeitiger Zeichenänderung: 

iV, Py Ry T 

bezüglich mit 

V'y Uy Sy Q 

vertauschen und 0' sein Zeichen wechselt. 

Vertauschen wir drittens die beiden Axen OV und OZ mit einander, 

so vertauschen sich in (II) die Ausdrücke [y — y) und (z — 2'), so wie {xy — xy) 

und — {x'z — xz) mit einander, während {x — x) im verändert bleibt und 

(yz — y z) sein Zeichen wechselt. In (V) vertauschen sich: 

.9 und a 
mit 

h und rj, 

während q sein Zeichen ändert. Von der Vertauschung werden hiemach 

nicht berührt: 

Ay Dy Gy Ky 

während sich die Coefficienten: 

By Ey Ily L 

bezügUch mit 

Cy Fy Jy M 

ohne Zeichenwechsel, unter gleichzeitigem Zeichen Wechsel 

O'y Py Ry T 

bezüglich mit 

y\ iK Uy S 

vertauschen und N' sein Zeichen wechselt. 

Es bleiben noch die Modificationen zu erörtern, welche dann eintreten, 

wenn wir das überzählige Glied fortfallen lassen. 



t-: 
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Setzen wir in der ersten Vertauschung V gleich Null, so vertauschen 
sich zugleich mit den Coordinaten - Axen OX und OF die Coefficienten 

N und 
imter Zeichenänderung. 

Setzen wir in der zweiten Vertauschimg 0' gleich Null, so kommt 
F' = — 0, N' = N—O) mit den Coordinaten - Axen ö.rund Z vertauschen 
sich F' und iV' unter Zeichenwechsel, oder, was dasselbe ist, 

und N—O 
ohne Zeichenänderung. 

Endlich vertauschen sich in dem dritten Falle gleichzeitig mit den 
Coordinaten -Axen OF und OZ unter Zeichenänderung die Coefficienten 

N und N—O. 

Es ist nicht zu übersehen, dass in allen Gleichungen nach der Ver- 
tauschung die Drehungsmomente von OX nach OF^ von OF nach ÖZ, von 
OZ nach OX genommen sind. 

156. Da die Gleichung (IIl), wenn sie, auf dieselben Coordinaten- Axen 
bezogen, denselben Complex zweiten Grades darstellen soll, als die Gleichmig 
(I), dieselben Cönstanten in anderer Reihenfolge enthält, so behalten die in 
der vorigen Nummer entwickelten Vertauschungs - Regeln auch für die Glei- 
chung des Complexes in Axen -Coordinaten ihre vollständige und unmittelbare 
Geltung. 

157. Wenn wir den Anfangspunct der Coordinaten in irgend einen Punct 
(^o> ya, 2o) verlegen, so treten, während ;• imd s unverändert bleiben, an 
die Stelle von q, o, rj (Einleit. Betr. Nr. 14.) die folgenden Ausdrücke: 

a + szo — yo, 

wonach die Gleichung (I) in die folgende übergeht: 

{A + Ezo' + Ft/o^ - 2Ki/oZo +2Pzo - 2Qt/o)r^ 
-f- (^ + ßzo^ + Fxo^ — 2LxoZo + 2Rao — 2Szo)s^^ 
+ {C + Dy^ + Exo^ — 2Mx,y, -^2Ty, — 2 Uxo) 

+ ßa^ + Eq^ + Fri^ 
-\-2{G — Dy^zo — Kxo^ + Lx^yo + Mx^Zo — Oxo + Syo — Tzo)s 
+ 2{ff— ExoZo + Exoyo — Lyo^ + MyoZo + Nyo — Pxo + Uzo)?' 
+ 2{J — FxqI/q -f- KxoZq + LyoZo — Mz^^ — (iV— 0)zo+ Qx^ — Ry^rs 

+ 2Kqri — 21(571 — 2MQa 

20* 
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— 2 {N + A\io — 2Li/o + Mzo) r (> + 2 (0 + 2 Kxo — Ly^ — Mz^ s q 

+ 2(/>+ Ez, - Kyo)rq + 2{Q - Fy^ + Kzo)rr) 
+ 2(Ä + /'.to — Z2o)^i? — 2(5 — />Zo + Lxo)sa 
— 2(r + Dy,—Mxo)a + 2(t/- ^.lo + .¥3^0)9 = 0.*) (VI) 

158. Um die Gleichung des Complexes in Axen - Coordinaten auf den 
neuen Anfangspunct zu beziehen, brauchen wir bloss in der vorstehenden 
Gleichung dieselben Vertauschungen vorzunehmen, durch welche wir in der 
153. Nummer die Complex-Gleichung (III) aus (I) abgeleitet haben. Auf diese 
Weise ergibt sich unmittelbar: 

Dp^ + Eq'- + F 
+ {A + Ez,^ + Fyo' — 2KyoZo + 2/>Zo - 2Qyo)x^ 
+ {ß+ Dzo^ + Fxo^ — 2LxoZo + 2Ä.ro — 2Szo)n^ 
+ (C+ Dyo^ + Eiv — 2 Mx,y, + 2Ty, — 2 Uxo) «* 

+ 2A> + 2Lp-{- 2Mpq 
+ 2(6^ — Dy^z^ — Kxo^ + Lx^yo + iMxqZq — Oxq + SyQ — Tzo)ycGi 

— 2{H— ExqZq+ Kxoyo — Ly^^ + My^z^ + .\>o — Pia + Uzo)x(o 

— 2{J — Fxoyo+ KxqZc, + LyoZo — Mz^^ — (A'— Ö)zo+ Qx^ — Ryo)nx 

— 2{N + Kxq — 2Zyo + i¥zo)/?x + 2(0 -{- 2K x^ — Ly^ — M z^q^c 

+ 2(6^ — Dz^ + Lx^)p7t + 2{T+Dyo — Mxo)p(o 
+ 2(f/ — Z\ro +iVyo)^c3— 2(/>+^Zo — Ä>o)^3c 
— 2((> — />o + Kzo)7t + 2(Ä+ F.I0 — Zzo).-r = 0. (VH) 

159. Wir wollen femer das Coordinaten - System , auf welches der Com- 
plex (I) ursprünglich bezogen war, durch ein anderes ersetzen, dessen Axen 
sich in dem lu-sprünglichen Anfangspuncte schneiden, aber beliebig ihre Rich- 
tung geändert haben. In den einleitenden Betrachtungen ist diese Coordinaten- 
Verwandlung auf drei successive Operationen zurückgeführt worden, in wel- 
cher jedesmal eine der drei Coordinaten -Axen beibehalten wird, während 
die beiden anderen in ihrer Ebene beliebig gedreht werden. Wir begnügen 
uns hier damit, das Resultat einer dieser drei imter sich ähnlichen Operatio- 
nen hinzuschreiben. Von einem rechtwinkligen Coordinaten - System aus- 



*) Wenn wir statt der beiden Glieder 

— 2Nra + 208Q 
die drei Glieder: 

— 2Nrü + 20sQ + 2 Fhri 
einführen, so können wir die Werthe, welche wir nach der Umformung für diese Glieder erhalten, 
schreiben : 

- 2{y-Lyo+Mz^)ra + 2{0+Kxo-Mzo)sq + '2{y^Kxo+Lyo)V' 
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gehend, wollen wir die Coordinaten - Axe OZ beibehalten und die beiden 
anderen Coordinaten - Axen OX und OY \xi XY so drehen, dass sie in ihrer 
neuen Lage mit OX m der ursprünglichen Lage die Winkel « und a bilden, 
wonach der Winkel , den die Axen X und OY m der neuen Lage mit ein- 
ander bilden, {a — a) = # wird. Dann geht die Gleichung (I), indem wir 
(Einleit. Betr. Nr. 14): 

r mit r cos a -\- s cos «', s mit r sin a + * sin «', 

9 mit q cos a + (> cos «', (> mit 9 sin a + er sin «', 

ri mit ri sin # 
vertauschen, in die folgende über: 

(Jcos2a + i?sin2a + 2/sinacosa)r2 + (i?sin- «' + Jcos- « + 2/sina cosa)^^ 

+ (>9sin-a'+^cos-a — 2iVsina cosa)^* + (Ä'cos2a + /^sin^« — 2ilfsinacosa)92 

+ 2(6^ sin a + /Tcos a)s + 2(/rcos a + 6^ sin a)r 
+ 2(/(sin«cosa' + sina'cosa) + ^cosacosa' + ^sin«sin«')r^ 
+ 2(^cosa — Zsina) sinfr-piy — 2(Zsina' — ^cosa')sini)'-(rij 

— 2(i?/(sina cosa'+ sin« cos«) — >9sina sin«' — Z'cos« cosa')^!; 

— 2(jVsina' cos« — Osin« cos«' — Pcosa cos«' + xVsin« Bma)ra 
+ 2(0sina cos« — A^sin«cosa + -Psinasin«' — iScosacosaVp 

+ 2{Pcos^a — {N — 0)sin«cos« — iS'sin^«)^^ + 2({>cos« + Äsin«)sin#-rij 
+ 2 (Ä sin a -\-0cosa)smd'-sr] — 2 {Ssin^ a + {N—O) sin a cos «' — /^cos^ a) s o 
— 2 (T^sin a — Ucos «> + 2 ( Ucos a — Tsin «) 9 = 0. (Vni) 

Setzen wir 

#• = Y ' sin «' = cos «, cos a = — sin «, 

so ist das Coordinaten - System ein rechtwinkliges geblieben und bloss durch 
einen Winkel « um die Axe OZ gedreht worden. 

Bei derselben Aenderung des Coordinaten-Systems geht die Gleichung (III) 
in die folgende über: 
{/) sin^ a + Ecos^ «' — 2 Msin a cos a)p^ + (Z'cos^ « + /> sin« « — 2 J!f sin a cos «) q^ 

+ (i4 cos« « + i? sin« « + 2 /sin « cos «) x« + (iffsin«a' + ^cos«a' + 2ysina'cosa')flr« 

+ Coi^ 
+ 2(^cosa — Zsin«) sind* • q + 2(Zsin«' — A'cos «') sin * •/? 
+ 2 ( J/ (sin « cos «' + sin «' cos «) — D sin « sin a — Z'cos a cos a)p q 
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+ 2(Gsma -\- ffcosa)^co — 2 (ff cos tt -{- Gsma)x(jj 

— 2 (,7(8111« cos« + sin a cos«) + ^cosacos« + Bsina sma)^z 

— 2 (i^^sina' cos« — Osin« cos«' — Pcosa cos« + SsmaBiaa)px 
+ 2 (ö sin a cos « — Asin « cos a + ^sin « sin a — iVcos a cos a) q n 

+ 2 (^sin^ a + {N— 0) sin a cos «' — /^cos^ «> ;r + 2 (rsin « — «/cos a)p oj 
+ 2 ( f/^cos « — T'sin «) ^ « — 2 (/^cos- « — (iV^ — 0) sin « cos « — *Ssin- a)p ä 

— 2(öcos« + /?sina) sin#-x + 2 (Äsina + ^cos«) sin*-;r = 0. (IX) 
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Aeqnatorialfläohen , beschrieben von einer Complex - Cnrve , deren Ebene parallel mit 

sich selbst fortrückt. 

160. Bei der gi'ossen Complication eines Complexes des zweiten Grades 
müssen wir darauf Bedacht nehmen , dass wir die Uebersicht erleichtem und 
dadurch der Anschauung zu Hülfe kommen. Hierzu ist uns ein Mittel in 
den beiden Sätzen geboten, welche wh* in dem vorigen Paragraphen bereits 
als den unmittelbaren geometrischen Ausdruck der Gleichungen (H) und (IV), 
die, in der zwiefachen Coordinaten- Bestimmung, die Complexe des zweiten 
Grades darstellen, gegeben haben. Indem wir einerseits nämlich die unend- 
lich vielen Linien des Complexes, welche in derselben Ebene liegen, in eine 
einzige Gruppe zusammenfassen, können wir, statt derselben, die von ihnen 
umhüllte Curve zweiter Classe einführen. Indem wir andererseits 
die unendlich vielen Linien des Complexes, welche durch denselben Punet 
gehen, zu einer Gruppe vereinigen, können wir, statt derselben, in analoger 
Weise diejenige Kegelfläche zweiter Ordnung einführen, welche von 
ihnen gebildet wird. 

Dann brauchen wir einerseits, weil überhaupt alle Linien des Raumes 
mit einem gegebenen Puncte in einer Ebene liegen, um alle Linien des Com- 
plexes zu umfassen, nur diejenigen Complex - Curven in Betracht zu ziehen, 
deren Ebenen durch den gegebenen Punct gehen; andererseits erhalten wir, 
da alle Linien des Raumes eine gegebene Ebene schneiden, alle Linien des 
Complexes , wenn wir nur diejenigen Kegel in Betracht ziehen , deren Mittel- 
pimcte in der gegebenen Ebene liegen. So treten an die Stelle von unend- 
lich vielen (oo^) Complex - Linien , unendlich viele (<»«) Complex -Curven, be- 
züglich unendlich \iele (^-) Complex -Kegel. 
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161. Wir können einen Schritt weiter thun. Wenn eine Ebene sich 
bewegt, so beschreibt die in ihr von Linien des C!omplexes umhüllte, ver- 
änderliche Cnrve zweiter Classe eine Flache; wenn ein Punct sich bewegt, 
so wird eine Fläche von dem veränderlichen Complex- Kegel, der diesen Punct 
zum Mittelpuncte hat, umhüllt. In der Bestimmung des Complexes ver- 
treten diese Flächen unendlich viele (<x>) Complex -Curv^en, bezüglich unend- 
lich viele (oo) Complex -Kegel. Die einfachsten Flächen dieser Art entspre- 
chen einerseits dem Falle, dass die Ebene der beschreibenden Curve um eine 
feste Axe sich dreht oder parallel mit sich selbst fortrückt, und andererseits 
dem Falle, dass der Mittelpunct des umhüllenden Kegels eine feste gerade 
Linie beschreibt, oder, wenn diese feste Linie unendlich weit rückt, dass 
die Kegel in umhüllende Cylinder ausarten, deren Axen einer gegebenen 
Ebene parallel sind. 

Die so bestimmten Flächen wollen wir überhaupt Complex-Flächen 
nennen. 

Lidem wir diese Complex-Flächen einführen, können wir die unendlich 
vielen (oo^) Complex-Linien durch unendlich viele (od) solcher Complex-Flächen 
ersetzen, deren feste Axen in einer gegebenen Ebene hegen imd in einem 
gegebenen Puncte dieser Ebene sich schneiden. 

Die angegebenen Erzeugungen der Complex-Flächen wollen wir nach 
einander einer analytischen Discussion unterwerfen. 

162. Wir wollen von der allgemeinen Gleichung: 

D{l—ty + E{u — uY -f- F(v — vy 

+ A{uv—tivy + B{t'v — tvy + C{tu+t'uY 
+ 2K{u — u){v — v) + 2L{t—t'){v — v) + 2M{t — t'){u — u) 
+ 2G{tu—ru){t'v — tv) + 2 H{tu —f ii)(uv —u V) + 2J(t' v — tv){uv —uv) 

-^2N{t — t'){uv—uv) + 20{u — u)(t'v — tv) 

-^2S(i—i')(t'v — tv) + 2T\l—t')(tu—fu) 

+ 2U{u — u){/u—ru) + 2P{u — u){uv—uv) 

+ 2Q{v — v){uv—uv) + 2R{v — v){t'v — iv) = 0, (IV) 

welche den Complex zweiten Grades in Axen-Coordinaten darstellt, ausgehen. 

Betrachten wir in dieser Gleichung /', w', v als constant, so stellt dieselbe 

eine Curve zweiter Classe im Räume dar, welche von allen denjenigen Ebenen 

berührt wird, deren Coordinaten /, w, t? die Gleichung befriedigen. Diese 

Curve liegt in der Ebene {t\ u, v) und wird in derselben von Linien des 

Complexes umhüllt. 
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Die Projection dieser Curve auf eine der drei Coordinaten Ebenen YZ, 
XZ, XY ergibt sich unmittelbar, wenn wir bezüglich t, u, v gleich Null 
setzen. Auf diese Weise erhalten wii', wenn wir nur die Projection auf YZ 
berücksichtigen und zugleich die Gleichung durch Einführung von w und w 
homogen machen: 

(/> /'^ + Eu^^ + Fv' + 2 Ku v+2Lt'v+2 Mf u) w^ 
— 2(Fv jv + Kti 7v + Li' jv — {N—0)t' u — Pu^^ — Qu V + Rt' V + St'^)vw 
+ {Äu^ + B t'^' -^ F7v^ — 2Ji' u —2Qu 7v +2Rt' w)v^ 

— 2{Eu w + Kv w + Mr ?v -\- Nt'v + Pu V + Qv^^ — Tt'^— Ut' u)uw 

— 2{Auv + Gt'^ — Ht' u —J t' V — Km^^ — Ot' w -^ Pu w —Qv w)uv 

+ {Av^-^Ct''--^Ew^' — 2Ht'v+2Pvw—2V(w)u^ = 0. (1) 

163. Wenn wir in der vorstehenden Gleichung /', u, v constant nehmen 
und rv sich verändern lassen, so rückt die Ebene {t\ ?/, v\ 7v), welche die 
Complex-Curve enthält, parallel mit sich selbst fort. Machen wir insbeson- 
dere die Voraussetzung, dass diese Ebene mit YZ parallel ist, so kommt: 

u = 0, V = Oj -,= — .^', 

wobei .t' den Abstand der jedesmaligen Ebene der Complex - Ciu-ve von YZ 
bedeutet. Die Gleichimg (1) verwandelt sich hiernach, wenn wir zugleich 
durch /'- dividiren, in die folgende: 

/)n>^-\-2{L.v—S)vw-{' {Fx^ — 2Rx+B)v^ 
+ 2{Mx+T)u7v + 2{Kx^ — 0x—G)uv + {Ex'-^2Ux+C)u^ = 0. (2) 
Diese Gleichung gibt , nachdem der Abstand x einer mit YZ parallelen Ebene 
bestimmt worden ist, in gewöhnlichen Linien -Coordinaten ti, v, tv die Pro- 
jection der in dieser Ebene liegenden Complex-Curve auf YZ^ oder auch 
diese Curve selbst in ihrer eigenen Ebene, wenn wir die Coordinaten -Ebene 
YZ parallel mit sich selbst so verschieben, dass sie mit der Ebene der jedes- 
maligen Complex-Curve zusammenfällt. Wenn wir hiemach auch x als ver- 
änderlich betrachten und demnach die Accente fortlassen, so stellt dieselbe 
Gleichung: 

Dtv^ + 2{Lx~S)vw -{- 2{Fx^ — 2Rx+B)v^' 
+ 2{Mx+r)u7v + 2{Kx^- Ox — G)tiv + {Ex^-{'2Ux+ C)u^ = (3) 

in gemischten Punct- und Linien-Coordinaten x, u, v, 7v den In- 
begriff aller Complex-Curven dar, deren Ebenen mit YZ parallel 
sind. 

Complex-Curven in Ebenen, die unter einander parallel sind, bilden eine 
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Complex- Fläche, die wir eine Aequatorialfläche nennen wollen, während 
die einzelnen Complex - Curven Breiten-Curven heissen mögen. 

Die Gleichung (3) schliesst dreizehn von einander unabhängige Con- 
stanten ein. Da die Coordinaten- Bestimmung in keiner weiteren Beziehung 
zu der Aequatorialfläche steht, als dass die Richtung der Coordinaten-Ebene 
¥Z eine ausgezeichnete ist, so hängt die Aequatorialfläche im Ganzen von 
fünfzehn Constanten ab. 

164. In bekannter Weise erhalten wir die Bestimmung des Mittel- 

punctes der diu-ch ihre Gleichung in Linien -Coordinaten dargestellten Breiten- 

Curve in einer diu^ch x bestimmten Ebene. Die Coordinaten dieses Punctes 

sind: 

Lx' — S Mx'+T 

imd darnach ergibt sich, wenn wir die Accente fortlassen: 

Dz- Lx + S = 0, \ 

Dy — Mx — T=0. J ^^^ 

Indem wir .r als veränderlich betrachten, stellen diese beiden Gleichungen 
eine gerade Linie dar, und diese gerade Linie ist der geometrische Ort fdr 
die Mittelpuncte der Complex - Curven , welche die Aequatorialfläche bilden. 
Wir wollen diese gerade Linie den Durchmesser der Aequatorialfläche 
und die Ebenen der Breiten-Curven zugeordnete Ebenen dieses Durch- 
messers nennen. 

Jedem Systeme paralleler Ebenen entspricht im Complexe 
eine Aequatorialfläche mit einem Durchmesser, der die paralle- 
len Ebenen zu seinen zugeordneten hat. 

165. Die Gleichung (3) gibt jede der Breiten-Curven in ihrer Ebene, 
nachdem diese Ebene dm-ch den Werth von x bestinunt worden ist, in 
Linien - Coordinaten u, «?, 7v. Wir können aber auch dieselbe Curve in ihrer 
Ebene durch die gewöhnlichen Punct - Coordinaten y imd z darstellen. Dann 
finden wir für ihre Gleichung in bekannter Weise:*) 



*) Wenn derselbe Kegelschnitt in der Ebene FZ einmal vermittelst Punct -Coordinaten y, r, 
das andere Mal vermittelst Linien - Coordinaten «, r, w durch die beiden Gleichungen: 

ay« + 2hyz + C2» + 2dy + 2ez + /" = 0, 
AtD^+2Bvw+ Cv^-\'2Duw'\-2Euv + Fu^ == 

dargestellt wird, so können wir die Constanten der einen Gleichung durch die Constanten der anderen 
auf folgende Weise bestimmen: 

Plllcker, Geometrie. 21 
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[(Z x — Sy — D {Fx'^ — 2Rx^ B)\y^ 
+ 2[D{Kx^ — 0x — G) — {Lx — S){Mx+T)]yz 
+ [{Mx + Ty — D (Ex^ — 2Ux+ C)] z^ 
+ 2[{Jlfx + T){Fx^ — 2Rx + B) — {Lx — S)(Kx^ — Ox — G)]i/ 
+ 2[{Lx — S) {Ex^ — 2Ux + C) — {Jlfx + T){Kx^ — Ox — G)]z 
+ [{Kx^ — Ox—Gy — iFx^ — 2Rx+B){Ex^ — 2Ux+C)] = 0. (6) 
Wenn wir in dieser Gleichung nicht nur y und z, sondern auch x als ver- 
änderlich betrachten, so stellt sie, in gewöhnlichen Punct-Coordina- 
ten, die Aequatorialfläche dar. 

Die Aequatorialflftchen sind also Flächen der vierten Ord- 
nung. Sie werden von den ihrem Durchmesser conjugirten Ebenen inCurven 
zweiter Ordnung geschnitten, weil in diesen Ebenen unendlich weit 
ein Doppelstrahl der Fläche liegt. 

166. Wir erhalten die folgenden drei Gleichungen: 
Dw^ + 2{Lx — S)vn> + {Fx^ — 2Rx-\-B)v^ 
+ 2{Mx-\-T)uw + 2{Kx^ — 0x — G)uv + (Ex^-j-2Ux-\- C)u^ = 0, 

En>^ + 2{My—U)iw + {Dy^ — 2Ty + C)t^ 
+ 2{Ky + P)vw + 2{Ly^^Ny-H)tv + {Fy^-^2Qy + A)v^ = 0, 

Fw^ + 2{Kz — Q)uw-\-' {Ez^ — 2Pz + A)u^ 
+ 2{Lz-^R)t7v + 2{Mz^ — {N—O)z — J)tu + {Dz^^2Sz+B)t^ = 

fttr die Gleichungen derjenigen Aequatorialflächen , deren Breiten - Curven be- 
züglich FZ, XZy XY parallel sind, in gemischten Punct- und Linien -Coor- 
dinaten. Die erste der vorstehenden drei Gleichungen ist die Gleichung (3) 
der 163. Nummer und aus ihr sind die beiden anderen nach den Vertauschungs- 
regeln der 155. Nummer abgeleitet. Sie stellen, wenn wir für die drei Ver- 
änderlichen Xyy, z nach einander alle möglichen Werthe einsetzen, die ein- 
zelnen Breiten -Curven in ihren Ebenen dar. Setzen wir insbesondere x,y,z 
gleich Null, so erhalten wir die Gleichungen der drei Complex - Curven in 
den drei Coordinaten- Ebenen: 



(7) 



ß = ^ — AC, A = b^ — acy 

b ^ AE — BD, B ^ ae—bd, 

c ^ D^ -^ AF, C =^ d^ —af, 

d==^CD—BE, D^cd—be, 

e ^ BF — DE, E ^ br — de, 

f «^ E* ^CF, F ^ e^ —cf. 
Ich entnehme diese Ausdrücke dem 2. Bande der „Entwicklungen**, Nr. 484. und Nr. 662. 
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Dw^ — 2Sv?v + Bv^ + 2Tun} — 2Guv + Cu^ = 0, 

Ew^ — 2Utn> + Cn + 2Pvw — 2Htv + Av'^ = 0, \ (8) 

Fw^ — 20uw + Au^ + 2Rin> — 2//« + Bt^ = 0. 



§3. 

Meridianfläohen , beschrieben von einer Gomplex-Corve, deren Ebene um eine feste 

gerade Linie sich dreht. 

167. Die Aequatorialflächen , welche Gegenstand der Untersuchung des 
vorigen Paragraphen waren, sind der geometrische Ort solcher Curven, die 
in parallelen Ebenen von Linien des CJomplexes umhüllt werden, oder, mit 
anderen Worten, deren Ebenen sich in einer unendhch weit entfernten ge- 
raden Linie schneiden. Sie sind als eine Particularisation solcher Complex- 
Flächen zu betrachten, welche der geometrische Ort für Complex - Curven 
sind, deren Ebenen durch eine feste Axe gehen. Wir wollen derartige C!om- 
plex-Flächen als Meridian flächen bezeichnen, indem wir zugleich die 
Complex -Curven, welche eine Meridianfläche bilden, Meridian-Curven, 
die Ebenen, in welchen sie li^en, Meridian-Ebenen nennen. 

Die Bestimmung der Meridianflächen knüpft sich an dieselbe Gleichung : 
{Dt'^ + Eu^ + Fv^ + 2Kuv + 2Lt'v + 2Mt'u) w^ 
— 2{Fvw+Kuw+L('w—{N—0)t'u—Pu^ — Quv-{'Rt'v' + St'^)vm 
+ {Au^ + Bt'''-]-Fw^ — 2Jt'u—2Quw+2Ri'7v)v^ 

— 2{Eu7v+Kvw+Mi'w+Ni'v+Puv+Qv^ — Tt"^—Ut'u)uw 

— 2{Auv\+Gi'^ — Ht'u—Jfv—Kw'^ — Ot'7v+ Puw—Qvw)uv 

+ {Av^+Ct"^ + Ew'^ — 2Ht'v+2Pvw—2Ufw)u^ = 0, (1) 

durch welche wir im vorigen Paragraphen die Aequatorialfläche bestimmt 
haben. 

168. Bei der willkürUchen Annahme des Coordinaten - Systems können 
wir, unbeschadet der Allgemeinheit, für die feste Axe, um welche die Ebene 
der Complex - Curve sich dreht, eine der drei Coordinaten - Axen nehmen. 
Wählen wir für dieselbe die Axe OZ^ so müssen wir in der vorstehenden 
Gleichung v und w gleich Null setzen. Dieselbe geht alsdann in die fol- 
gende über: 
(Dt'^+Eu^+2Mt'u)w^+2{{N—0)fu+Pu^—St^)vw+{Au^+Bf^—2Ji'u^ 

+ 2{Tt'-]-Uu)i''um— 2{Gt' — Hu)t'uv + Ct'^ii^ = 0. (9) 

21* 



- 164 

i' 

Die Lage der Meridian - Ebene ist durch — bestimmt; wir können sie, wenn 

y und X zwei der drei Coordinaten irgend eines beliebigen Punctes der Ebene 
sind, in gleicher Weise durch: 

.y = _ '[. 

X u 

bestimmen. Die letzte Gleichung wird hiemach die folgende, wenn wir zu- 
gleich nach den Potenzen von x und y ordnen: 

{Ex^—2Mxy+/)y^)7v^ + 2{Px''—{N—0)xy—Sy^)vtv + {Ax^ + 2Jxy+By^)v^ 

— 2{Ux—Ty)yutv — 2{Hx + Gy)y'UV + Cy^u^ = 0. (10) 

Diese Gleichung geht, wenn wir die Axen OZ und OF mit einander ver- 
tauschen, nach den Vertauschungsregeln des ersten Paragraphen in die 
folgende über: 

{Fx^ — 2Lxz + Dz^)7v'- — 2(0x^ — Nxz — Tz^)u7v + {Ax^ + 2Hxz + Cz^)u^ 
+ 2{Rx — Sz)z'V7v — 2{Jx+Gz)zuv + Bz^ v^ = 0, (11) 

und diese Gleichung wiederum, wenn wir die beiden Axen OV und OX mit 
einander vertauschen, in die folgende: 

{Fyi — 2Kyz-]-Ez^)w^ + 2{Ry^ — 0yz—Ut^tn) + {By'"^2GyZ'\'Cz^)V- 
— 2{Qy — Pz)z ' V tv — 2{Jy + Hz)z ' tv + Az^-v^- = 0. (12) 

Die Gleichung (11) stellt die Projection auf FZ derjenigen Complex-Curven 
dar, deren Ebenen durch OF gehen, die Gleichung (12) die Projection auf 
XZ derjenigen Complex-Curven, deren Ebenen durch Abgehen. Wir wollen 
die letztere als die allgemeine Gleichung der Meridianflächen in 
gemischten Punct- und Linien-Coordinaten ansehen. 

Sie enthält, wie die allgemeine Gleichung der Aequatorialflächen (3), 
dreizehn von einander unabhängige Constante. Während aber, im Falle 
der Aequatorialflächen, das Coordinaten-System nur insofern von der Fläche 
abhängt, als die Richtung der Coordinaten-Ebene FZ durch dieselbe gegeben 
ist , wh'd hier dm-ch die Meridianfläche die Axe X bestimmt. Eine Meridian- 
fläche hängt also, ausser von den dreizehn obigen Constanten, noch von 
vier neuen Constanten, im Ganzen also von siebenzehn Constanten ab. 

169. Wir wollen der folgenden Discussion die letzte Gleichung zu 
Gnmde legen. 

Wenn wir den Winkel , welchen eine beliebige der Meridian-Ebenen mit 
XZ bildet, (p nennen, so ist: 
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Wir erhalten also die Gleichung der Projection der bezüglichen Meridian- 
Curve auf XZ^ wenn wir in der letzten Gleichung für die Coordinaten 

y imd z 
die trigonometrischen Functionen 

sin (p und cos 9? 
einsetzen. Dadurch geht dieselbe in die folgende über: 

(/'sin^ 9 — 2 Ä" sin qp cos 9? + iS' cos^ qp) w^ 

+ 2(Äsin*9? — Osinqp cos qp — Ucos- q))iw 

+ {B sin=^ 9 + 2 6^ sin 9? cos qp + ^ cos^ qp) /^ 

— 2{0siaip — Pcosq)) cos (p'VTv — 2{Jsm<p-{'ffcosip)cosip'iv-\-Acjos^(p'V^=^Oy (13) 

und, wenn wir durch cos^ 9? dividiren, konunt: 

{FtBXig^ ip — 2K tüXigq)-\- E)w^ 
+ 2 (Ä tang2 (p — tang <p — U)f?v 
+ (^tang29 + 26^tang9 + C)/2 
— 2{0tajig(p — P)vw — 2{Jtang(p + JI)iv-\- Av^ = 0. (14) 

Wenn wir endlich die Coordinaten - Ebene ÄZ um OX diu^ch einen Winkel 
(p drehen, so dass sie, nach der Drehung, in der neuen Lage XZ' mit der 
bezüglichen Meridian - Ebene zusammenfällt, so bleibt in der neuen Coordi- 
naten -Bestimmung — unverändert, während wir för — • cos cp erhalten — , 

das aufOZ' als gewöhnliche Linien -Coordinate zu construiren ist. Um hier- 
nach die Gleichung der Meridian -Curve in ihrer eigenen Ebene zu er- 
halten, haben wir in der Gleichung (13) v statt v - cos (p zu schreiben, wo- 
nach dieselbe in die folgende übergeht: 

(/'sin* (p — 2 K sin ip cos ip-\- E cos* (p) vf- 

+ 2 (Ä sin* 9? — sin 9? cos 9? — V cos* 9) Iw 

-f {B sin* qp + 26^sinqpC0S9) + C cos^ 9) /* 

— 2 (ip sin qp — -Pcos tp)vw — 2 (/ sin 9? + H cos (p)tv -\- Av^ = 0. (15) 

Wenn wir qp als veränderlich betrachten, so stellen die letzten Gleichungen 

den Inbegriff aller Meridian -Curven dar, mit anderen Worten die Meridian - 

fläche selbst. 

Li dem Falle der Gleichungen (13) und (14) geschieht dieses in der 
Weise, dass, nachdem, durch die Annahme der Meridian - Ebene , qp einen 
bestimmten Werth erhalten hat, diese Gleichungen die Projection der Meridian- 
Curve auf XZ in Linien -Coordinaten (, v, w darstellen, wonach diese Curve 
selbst gegeben ist. Durch die letzte Gleichung (15) wird dieselbe Curve,, 
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nach Annahme von 9, in ihrer eigenen Ebene dargestellt. Dreht sich die 
Meridian-Ebene um X, so ändert sich in ihr, abhängig von 9), die Meridian- 
Curve, welche die Meridianfläche erzeugt. In jeder ihrer Lagen ist sie be- 
zogen auf die unverändert gebliebene Axe OX und eine veränderliche Axe 
OZ'j die, mit und in der Meridian -Ebene, welche sie enthält, um OX 
sich dreht. 

Wir sind somit zu einer analytischen Darstellung und Construction der 
Meridianflächen gelangt, welche der Darstellung und Construction der Aequa- 
torialflächen ganz analog ist. 

170. Die Gleichung des Poles der Axe OX m Beziehung auf die Curve 
zweiter Classe, welche, dem jedesmaligen Werthe von q> entsprechend, durch 
die Gleichung (14) dargestellt wird, ist die folgende: 

(Q tang tp — P)w + {J tang ^ + H)t — Av = 0. 

Diese Curve (14) ist die Projection auf XZ der bezüglichen Meridian -Curve 
und also der fra^iche Pol zugleich die Projection des Poles der Axe OX in 
Beziehung auf die Meridian -Curve selbst. Es sind also zwei der drei Coor- 
dinaten dieses Punctes: 

J tang q> -{- H ^ — A 

Q tang ff — P^ *' Q tang 9 — P 

und die dritte ist: 

, — A tang 9 

Ziu* Bestimmung des geometrischen Ortes der Pole von OX in Beziehung auf 
die verschiedenen Meridian -Cunen haben wir qp zwischen den vorstehenden 
drei Gleichungen zu eliminiren. Setzen wir zu diesem Ende fflr tang 9 seinen 

Werth -^ in die zweite Gleichimg, so kommt: 

Qy — Pz^A = 0. (16) 

Die erste Gleichung gibt: 

_ Jy + H z _ _ Jy + Hz 
•^ ~ Oy — Pz ~ A ' 

woraus folgt: 

Ax + Jy + Hz = 0. (17) 

Wir sind sonach zu dem folgenden Resultate gelangt: 

Wenn eine Ebene um eine in ihr liegende feste Axe sich 
dreht, so ist der geometrische Ort der Pole dieser festen Axe in 
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Beziehung auf alle Complex-Curven, welche die Ebene wahrend 
ihrer Umdrehung enthält, eine gerade Linie. 

Wir wollen diese gerade Linie die Polare [^der Meridianfläche 
nennen. . 

171. Die vorstehende Gleichung (15) ist wiederum als die Gleichung der 
Complex- Fläche in gemischten Coordinaten anzusehen. Denn tang <p ist als 

eine dreier linearer Coordinaten — > — > — eines Punctes (x, y,z) zu be- 

trachten, während t, v, w Linien - Coordinaten in der Ebene bedeuten. 

Um die in Bede stehende Meridianfläche in Punct - Coordinaten x, y, z 
darzustellen, gehen wir zu der mit (15) gleichbedeutenden Gleichung (12) 
zurück. Wir brauchen bloss statt der Linien -Coordinaten iyV,n>, in welchen 
diese Gleichung die Projectionen der Meridian -Curven auf ¥Z in dieser Ebene 
ausdrückt , die beiden Punct - Coordinaten x und z einzuführen. Die bekannten 
Transformationen (Nr. 165. Note), auf den vorliegenden Fall angewandt, 
geben, wenn wir zugleich durch z« dividiren, die folgende Gleichung: 

[(Äy» — Oyz— Uz^y — (Fy^ — 2 /fy z + Ez^) (By^ + 2 Gyz + Cz«)] 
_ 2[(Jy + ffz) {Fy^ — 2Kyz + Ez^) — (Qy — Pz) (Ry^ — Oyz— l]z'^)\x 

+ ^Qy — Pzy — A {Fy^ — 2 ^y z + Ez^)] x^ 
- 2 [{Qy - Pz) {By^ + 2Gyz+ Cz^) - {Jy + Hz) {Ry^ -Oyz- Uz^)] 
+ 2[A{Ry^-0yz-Uz^)-{Qy-Pz){Jy + Hz)]x 

+ [{Jy + Hzy - A (By^ + 2Gyz + Cz^)] = 0. (18) 

Die Meridianflächen sind also, wie die Aequatorialflächen, 
von der vierten Ordnung. 

172. Jede durch die Axe OX gehende gerade Linie schneidet die Fläche 
in vier Puncten, von welchen zwei auf dieser Axe zusammenfallen. Die 
Axe ist also ein Doppelstrahl der Meridianfläche. Eine beliebige 
Ebene schneidet die Fläche in einer Curve vierter Ordnung, die auf dem 
Doppelstrahl derselben einen Doppelpunct hat. Dieser Punct rückt unendlich 
weit, wenn die schneidende Ebene dem Doppelstrahl parallel wird. Geht die 
Ebene durch den Doppelstrahl , so wird dieser auch eine Doppellinie der 
Durchschnitts-Curve. Li Folge davon reducirt sich diese auf die zweite Ord- 
nung, indem sie eine Complex - Curve wird. 
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Heridianflächen , omliüllt von Gomplex- Kegeln, deren Hittelpnncte in gerader 

Linie liegen. 

173. Alle Linien eines Complexes des zweiten Grades, welche einer 
gegebenen geraden Linie begegnen, lassen sich in doppelter Weise znsammen- 
gruppiren; einerseits bilden sie die Gesammtheit der Tangenten unendlich 
vieler Complex-Curven zweiter Classe, deren Ebenen durch die gerade Linie 
gehen, andererseits die Gesammtheit der Seiten unendlich vieler Complex- 
Kegel zweiter Ordnung, deren Mittelpuncte auf der gegebenen geraden Linie 
liegen. Wir können hiemach dieselben Complex- Flächen, welche wir in den 
beiden vorhergehenden Paragraphen als durch Complex-Curven beschrieben 
ansahen, nunmehr von Complex - Kegeln umhüllt betrachten. 

In Uebereinstimmung hiermit lassen sich von einem beliebigen Puncte 
einer gegebenen geraden Linie aus in jeder durch diese Linie gehenden Ebene 
zwei Tangenten an die in ihr liegende Complex -Curve legen. Diese beiden 
Linien sind Linien des Complexes und erzeugen, wenn die Ebene um die 
gegel)ene gerade Linie als Axe sich dreht, eine Kegelfläche, die dem Com- 
plexe angehört, die den angenommenen Punct zum Mittelpuncte hat und die 
der l)etreffenden Complexfläche umschrieben ist. So entspricht jedem Puncte 
der gegel)enen geraden Linie ein Complex - Kegel , der, weil er von jeder 
durch seinen Mittelpunct gehenden Ebene in zwei geraden Linien geschnitten 
wird, von der zweiten Ordnung ist. Die CuiTe, in welcher ein solcher Kegel 
die Complex-Fläche berührt, ist im Allgemeinen keine ebene Curve, so wie 
die Tangential -Ebenen der Fläche in den Pimcten einer Complex - Curve im 
Allgemeinen keine Kegelfläche umhüllen. 

174. Wir wollen von der allgemeinen Gleichung: 

Aix-xy + B{y-yy + Ciz-zJ 

+ D{yz—yzy + E{xz — xzY + F{xy—xyy 
+ 2G{!/-y)iz-z) + 2//{x-x){z-z) + 2J{x-x){i/-y') 
+ 2 K{xy—xy) {xz—xz) + 2 Z (xy—xy) (yz—yz) + 2 M{xz—xz) iyz—yz) 

-f 2N{x-x){yz-yz) + 20{y-y){x z-xz) 
+ 2 P{x — x') {x z — X z) + 2 £> {x — x') (xy — xy) 
+ 2/?(y-/)(.ry-..» + 2S{y-y'){yz'-y2) 
+ '■lT{z-z) (yz'-yz) + 2 U{:-z') (x'z-.vz) = 0, (H) 
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welche den Complex zweiten Grades in Strahlen -Coordinaten darstellt, aus- 
gehen. Betrachten wir in dieser Gleichung x\ y\ z als constant, so stellt 
dieselbe einen Kegel zweiter Ordnung dar, welcher durch alle diejenigen 
Puncte des Raumes geht, deren Coordinaten x,y,z die Gleichung befriedigen. 
Dieser Kegel hat den Punct (.r, y\ z) zum Mittelpunct und ist der geome- 
trische Ort far die durch denselben gehenden Linien des Complexes. 

Der Durchschnitt dieses Kegels mit einer der drei Coordinaten -Ebenen 
YZ, XZ, XV ergibt sich unmittelbar, wenn wir in der vorstehenden Glei- 
chung bezüglich x, y , z gleich Null setzen. Auf diese Weise erhalten wir, 
wenn wir nur den Durchschnitt mit ¥Z berücksichtigen, die folgende 
Gleichung : 

{Ax^ + Äy 2 + Cz^ + '2tGyz +2Hxz + 2Jxy) 
— 2(Cz+Gy+Hx—{N—0)xy+Px^ — Sy^—Tyz'^Uxz)z 
+ {C+Dy^^ + Ex^ — 2'Mxy—2Ty+Ux)z^' 

— 2{By' + Gz+Jx + Nxz—Qx'^ — Rxy' + Sy'z' + Tz^)y 

— 2 {Dyz' — G + Kx^ — Lxy' — Mxz —Ox-\r Sy' — Tz')yz 

+ (B + Dz^^Fx^ — 2Lxz—2Rx'-^2Sz)y^ = 0. (19) 

Diese Gleichung ist derjenigen analog, welche wir Nr. 162. aus der 
Gleichung des Complexes in Axen-Coordinaten abgeleitet haben, um die Pro- 
jection der in der Ebene (/', u\ v, w) liegenden Complex - Curve auf die Coor- 
dinaten -Ebene jTZ darzustellen. Um die neue Gleichung aus der früheren (1) 
direct abzuleiten, haben wir in dieser nur 7v und w gleich 1 zu setzen und 
dann nach den Vertauschungsregeln der 153. Nummer zu verfahren. 

175. Die Gleichung (19) stellt in der Coordinaten -Ebene FZ eine Curve 
zweiter Ordnung dar, den Ort der Durchschnittspuncte aller Linien des Com- 
plexes , welche durch den gegebenen Punct (.r', y\ z") gehen , mit dieser Ebene. 
Der Kegel ist damit vollkommen bestimmt. 

Wenn wir in dieser Gleichung neben y und z auch x, y\ z als ver- 
änderlich betrachten und als die Coordinaten des Mittelpunctes eines Complex- 
Kegels ansehen, so können wir sagen, dass die vorstehende Gleichung 
(19) den Inbegriff aller Complex-Kegel und demnach auch den 
Complex selbst darstelle. 

Wir wollen den Punct (.r , y\ z) auf einer geraden Linie fortrücken 
lassen. Alsdann umhüllen die bezüglichen Complex-Kegel eine Complex-Fläche. 
Nehmen wir fttr di^e gerade Linie insbesondere die Coordinaten -Axe OX^ 
so ist die umhüllte Fläche dieselbe Meridianfläche, die wir im vorigen Para- 

Plückcr, Geometrie. 22 
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graphen als den geometrischen Ort solcher Complex-Cnrven, deren Ebenen 
in derselben Axe sich schneiden, bestimmt haben. 

176. Indem wir, der gemachten Voraussetzung entsprechend, y und z 
gleich Null setzen, geht die letzte Gleichung in die folgende über: 

{Fx^ — 'lRx^B)y^ — 'l{Kx'' — Ox—G)yz^{Ex^^2Vx^C)z^ 

+ 'l(Qx—J)xy — 2{Px+H)xz + Ax^ = 0. (20) 

Diese Gleichimg stellt also, wenn wir neben y und z auch x' als veränder- 
lich betrachten, den Inbegriff aller Kegelflächen des Complexes dar, deren 
Mittelpuncte auf der Axe OX liegen, und ist daher, in dem oben festgestell- 
ten Sinne, als die Gleichung der von ihnen umhüUten Complex - Fläche an- 
zusehen. Die Gleichung gibt in Punct - Coordinaten die Basis einer solchen 
Kegelfläche in ¥Zy nachdem der Mittelpunct derselben durch .r' bestimmt 
worden ist. Jede gerade Linie, welche diesen Punct mit einem Puncte der 
Basis verbindet, ist eine Seite des Kegels. 

Wir können die Tangential - Ebenen des Kegels direct construiren und 
zwar dadurch, dass wir durch seinen Mittelpunct und die Tangenten der 
Basis in FZ Ebenen legen. Eine Coordinate einer solchen Tangential- 
Ebene ist: 

^ = _ -1 

W X 

wonach wir die letzte Gleichung unter der folgenden Form schreiben können: 
{Fw''' + 2Jttw + B(^)y^ — 2{Kw^ + Otw — Gt^)yz + {Ew^ — 2 Viw + Ci^)z* 

+ 2 {Qw -^^ J f)fvy — 2{Pw — Ht)rvz + Aw^ = 0. (21) 

Die vorstehende Gleichung stellt in gemischten Punct- und Ebenen-Coordina- 
ten die Meridianfläche dar. 

177. Es sind die Tangential - Ebenen der Umhüllungsk^el zugleich Tan- 
gential - Ebenen der umhüllten Complex- Fläche. Durch die Annahme von 

-, der einen Coordinate einer solchen Ebene, ist der Mittelpunct des ent- 
sprechenden Umhüllungskegels bestimmt. Die beiden anderen Coordinaten 
einer solchen Tangential - Ebene sind, weil diese Ebene durch eine Tangente 
der Basis des Kegels in FZ geht, identisch mit den beiden Coordinaten die- 
ser Tangente in ihrer Ebene. Führen wir also statt der beiden Punct-Coor- 

dinaten y und z in die letzte Gleichung die Linien -Coordinaten — und — 

ein, wonach diese Gleichung unter Anwendung der Transformationsformeln 
<Nr. 165. Note) nach Division durch n>^ in die folgende übergeht: 
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[{Krv^+Otw — Gt^Y — {Fw^ + 2J{/w + Bi^) {En>'' — 2U(w + Ct^)] 
— 2[{P7v — H(){F7v''' + 2RiW'\'Bi^) — {Qw + Jt){Kw^ + Otn> — Gi^)\v 

+ [{Qrv + Jty — A{Fw^ + 2Riw-\' ß/^)]v'' 

+ 2 [{Q 7v + //) {En>^ — 2 Utw + Ct^) — {Pn> — Ht) {KtV' -{-Oiw— Gt^)] u 

— 2[A{Kw^' + 0iw — G/^) — (ö;^; + //) {Pw — ffl)]uv 

+ [{Pw — Hty — A{Ew^'—2 UiW'\-Ci^)]u^ = 0, (22) 

so stellt diese Gleichung in Plan-Coordinaten dieselbe Meridian- 
fläche dar, welche wir im vorigen Paragraphen durch die Gleichung (18) 
in Punct-Coordinaten dargestellt haben. 

Die Meridianflächen sind sowohl Flächen der vierten Ord- 
nung als Flächen der vierten Classe. 

178. Um die Polar-Ebene der Axe ö^ in Beziehung auf eine beliebige 
der Kegelflächen zu erhalten, deren Mittelpuncte auf dieser Axe liegen, 
brauchen wir bloss durch den jedesmaligen Mittelpunct derselben und die 
Polare des Anfangspunctes der Coordinaten in Bezug auf die Durchschnitts- 
Curve in FZ eine Ebene zu legen. Nehmen wir, nachdem x' angenommen 
worden ist, die Gleichung (20) für die Gleichung dieser Durchschnitts-Curve, 
so erhalten wir bekanntlich für die fragUche Polare, nach Hinweglassung 
des gemeinschafthchen Factors x, die Gleichung: 

(Qx—J)y — {Px + H)z + Ax' = 0. 

Danach wird die Gleichung der Polarebene: 

— Ax + {Qx—J)y — {Px+H)z + Ax = 0. (23) 

Diese Gleichung wird insbesondere, unabhängig von .r', befriedigt, wenn gleich- 
zeitig : 

Ax + Jy + Hz = 0, 

Qy — Pz+A =0. 

Also schneiden sich die Polarebenen der Coordinaten - Axe OX in Beziehung 

auf alle Complex- Kegel, deren Mittelpuncte auf OX hegen, in derselben 

geraden Linie, die durch die letzten beiden Gleichungen dargestellt wird. 

Diese beiden Gleichungen sind aber dieselben, welche wu- früher (Nr. 170.) 
für die Polare der Meridianfläche erhalten haben. 

Die Polare einer Meridianfläche steht also zu derselben in 

der doppelten Beziehung, dass sie einerseits der geometrische 

Ort ist für die Pole des Doppelstrahles der Fläche in Beziehung 

auf alle Meridian-Curven, und dass sie andererseits umhüllt 

22* 
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wird von den Polarebenen derselben geraden Linie in Beziehung 
auf alle umhüllenden Complex-Kegel. 

179. Durch jede die Axe OX schneidende gerade Linie lassen sich an 
die Cbmplex-Fläche vier Tangential-Ebenen legen, von welchen zwei durch 
diese Axe gehen. Diese Axe ist also eine Doppelaxe der Meridian- 
fläche. Von einem beliebigen Puncte aus lässt sich an die Fläche ein Kegel 
vierter Classe legen, der eine dm-ch OX gehende Doppelebene hat. Wenn 
insbesondere der Punct auf der Doppelaxe der Complex-Fläche angenommen 
wird, so wird dieselbe auch eine Doppellinie des Berühioingskegels vierter 
Classe, das heisst eine durch den Mittelpunct desselben gehende gerade Linie, 
welche von unendlich vielen Tangential-Ebenen umhüllt wird. Dadurch redu- 
cirt sich der Kegel auf die zweite Classe, indem er ein Complex-Kegel wird. 

Wenn wir die in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen erhalte- 
nen Resultate in Verbindung biingen, so gelangen wir zu der Folgerung, 
dass die Coordinaten - Axe OX zugleich ein Doppelstrahl und eine Doppelaxe 
derselben Meridianfiäche ist. Wir können also von der Doppellinie 
der Meridianfläche sprechen und dieselbe einmal als Doppel- 
strahl, das andere Mal als Doppelaxe auffassen. 



«5. 

Aequatorialfläclien , von Gylinderfläolien des Gomplexes imiliüllt, deren Seiten einer 

festen Ebene parallel sind. 

180. In die Reihe der Complex-Kegel, welche eine Meridianfläche lun- 
hüllen , gehört ein Cylinder , dessen Mittelpunct auf der Doppellinie derselben 
unendlich weit liegt. Es gibt unendlich viele solcher Cylinderflächen. Jeder 
gegebenen Richtimg sind die Seiten eines solchen Cylinders so wie die Axe 
desselben parallel. Es ist augenscheinUch , dass nicht irgend zwei Cylinder 
eine gemeinsame Seite haben, dass alle Seiten aller Cylinder den InbegriflF 
aller Linien des Complexes bilden. Wir können die Cylinder zu Gruppen 
von je unendlich vielen zusammennehmen, deren Axen einer gegebenen Ebene 
parallel sind. Dann umhüllen solche Cylinder eine Fläche. Zur leichtem 
Uebersicht eines Complexes können wir also auch die unendlich vielen (oc**) 
Linien desselben zu unendlich vielen (^o*) Gruppen verbinden, deren jede au» 
den Seiten eines Cylinders l>esteht, und wiederum statt der unendlich vielen 
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(oo2) Cylinder unendlich viele (oo) Flächen, deren jede von unendlich vielen 
(oo) solchen Cylindem umhüllt wird, einführen. 

Diejenige Fläche, welche von den imendlich vielen Complex - Cylindern 
umhüllt wird, deren Axen einer gegebenen Ebene parallel sind, ist keine 
andere, als diejenige Aequatorialfläche , die von Complex -Curven in Ebenen, 
welche der gegebenen pq^rallel sind, gebildet wird. Die Aequatorialfläche ist 
als eine der vorhin betrachteten Complex -Flächen anzusehen, deren Doppel- 
linie unendlich weit liegt imd deren Polare ihr Durchmesser ist. 

181. Um dm'ch eine einzige Gleichung den Inbegriff aller Complex -Cy- 
linder darzustellen, brauchen wir bloss in der Gleichung -(19) des vorigen 
Paragraphen x\ y\ z imendlich gross zu nehmen. Dann erhalten wir die 
folgende, in Beziehung auf diese Grössen homogene Gleichung: 

lFx^—2Lxz+Dz^\l^—'l\Kx^—Lxy—Mxz^ Dyz]yz + [Ex^—2Mxy + Dy^]z^ 
j^2[Qx^+Rxy—Nxz—Syz—rz^]y—2[Px^—{N—0)xy—Sy^+Ux^ 

+ [A x^ + 2 Jxy + By^ + 2 Hx z' + 2 Gy z + Cz ^] = 0. (24) 

Wenn wir, unter Annahme rechtwinkliger Coordinaten-Axen, die Winkel, 
welche die jedesmalige Richtung der Axe des Cylinders mit den drei Coordi- 
naten-Axen bildet, durch a, /3, y bezeichnen, so ist: 

X : y \z = cos a : cos /3 : cos y\ 
wir können demnach cos «, cos /3, cos y an die Stelle von x\ y\ z in die 
letzte Gleichung einführen. Nachdem diese drei Cosinus bestimmt worden 
sind, stellt dann die vorstehende Gleichung diejenige Curve zweiter Ordnung 
dar , in welcher der bezügliche Cylinder die Coordinaten - Ebene ¥Z schneidet. 
Wenn wir die drei Cosinus cos a, cos /3, cos y^ zwischen welchen die be- 
kannte Relation besteht: 

COS^ a + C0S2 ß j^ cQg2 y = ;[ ^ 

ebenfalls als veränderlich ansehen, so können wir dieselbe Gleichung 
(24), welche jetzt die folgende Form angenommen hat: 

[/"cos^ a — 2 Z cos a COS y — D cos'^ yly'^ 

— 2 [K cos2 a — Z cos a cos /3 — ilf cos a cos y + ^ cos /3 cos y]yz 

+ [E(to%^a — 2M cos « cos /3 + /> cos^ /Jjz« 

+ 2[^ cos^w + Äcos« cos/J — iVcos« cos;^ — iVcos/S cos;^ — Tco^^ y]y 

— 2[/^cos2 a — {N — 0) cos« cos/J — Sq,o^^ ß+ Ucosa cosy — Tcosß cos y]z 

+ [Acos^a+2Jcosacosß+Boos^ß+2ffco8acosy+2Gcosßcosy+Cco8^y]=0,(25) 

auch als die Gleichung des Complexes selbst ansehen. In ihr kom- 
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men sämmtliche Constante der allgemeinen Complex - Gleichung vor. Die 
hier auftretenden Grössen: 

cos ß cos y 

^ cos cf ' cos a 

vertreten bei dieser Darstellung des Complexes die Veränderlichen r, ^, 9, <y 
der Gleichung (I) oder p, q, st, % der Gleichung (III). 

182. Setzen wir voraus, dass die Axen aller Cylinder einer gegebenen 
Ebene , für welche wir die Ebene XZ nehmen wollen , parallel sind , so ver- 
schwindet tj gegen x und z\ oder cos a wird gleich Null. Die vorstehende 
allgemeine Gleichimg (24) geht alsdann in die folgende über: 

\Fx'' — 'lLxz-^Dz^'\y'' — 2[Kx —Mzlix - yz + Ex^ • z» 
-\-'l\Qx^'—Nxz—Tz^\y — 'l\Px-^Vz\x'Z^lAx^^'lHxz-^Cz^^ = 0. (26) 

Zum Behuf der Uebereinstimmung mit den Entwickelungen des zweiten 
Paragraphen wollen wir, unter Berücksichtigung der Vertauschungsregeln 
des ersten Paragraphen, die beiden Axen OX und OY mit einander ver- 
tauschen. Dann finden wir: 

\Fy^ — 1Kyz-\-Ez^\x'^ — 2[Ly—Mz]y - xz + Dy'^ • z« 
— 2[J{y^—0yz—Uz^]x + 2[Sy+Tx']y"Z-\-[By^+2Gyz+Cz^] = 0. (27) 
Diese Gleichung stellt den Inbegriff der Cylinder dar, deren Axen der Ebene 
FZ parallel sind, oder, was dasselbe heisst, die Aequatorialfläche, 
welche von diesen Cylindem umhüllt wird. 

Die letzte Gleichung geht, wenn wir durch z* dividiren und nach der 
Division : 



y cos o 



= tang y 



z cos y 

setzen, in die folgende über: 

[/'tang^y— 2 Ä" tang;^ + E]x^ — 2[L tangy — M] tangy • xz + Dtang-y • z« 
— 2 [Ä tang2y — tang y — U]x + 2 [S tang y + J] tang y • z 

+ [^tangV + 2Ctangy + C] = 0. (28) 

Wir wollen schliessüch , statt der bisher betrachteten Durchschnittscurve 
mit XZj die Durchschnitts-Curve des Cylinders mit derjenigen Ebene bestim- 
men, welche auf der Axe des Cylinders senkrecht steht. Zu diesem Ende 
vertauschen wir in der vorstehenden Gleichung, während .r ungeändert bleibt, 
z mit z cos y. Dann kommt , wenn wir mit cos ^ y multipliciren : 
[Fsin^y — 2 AT siny cosy + EcoS'y]x'^ — 2[Zsiny — .Vcosyjsiny • xz + />sin*y -z* 
— 2[Bsm^y — 0smycoQy—Ucos^y]x + 2[Ssm y -{- Tcosy] siny - z 

+ [ÄsmV + 26^sinyco8y + C^cos^y] = 0. (29) 
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183. Um die Gleichung der Aequatorialfläche in Plan-Coordinaten zu 
erhalten, fahren wir zttnächst in die Gleichung (28) vermittelst der Gleichung: 

tangy J 

den Quotienten der beiden Coordinaten - und — einer Tangential - Ebene 

des Cylinders ein, die auch eine Tangential - Ebene der Aequatorialfläche ist. 
Die Gleichung (28) verwandelt sich hiemach in die folgende, wenn wir zu- 
gleich mit tt* multipliciren : 

[Fv'^ + 2Kuv + Eu^]x^ — 2[Lv -^ Mu\v ^ xz + Dv^z^ 
— 2[Rv^ + 0uv—Vu^]x + 2{Sv — Tu)V'Z + [Bv^ — 2Guv + Cu^] = 0. (30) 

Die Gleichung (28) stellt fttr einen g^ebenen Werth von y die Durch- 
schnittscurve des bezüglichen Cylinders mit der Cioordinaten - Ebene ÄZ in 
Punct-CJoordinaten x und z dar. Wir wollen, statt dieser Coordinaten, die 

Coordinaten der Tangenten der Curve einführen und für dieselben — und — 

nehmen. Diese beiden Coordinaten der Tangente an die Durchschnittscurve 
sind aber zugleich zwei Coordinaten der Tangential -Ebene des Cyhnders und 

der Aequatorialfläche, deren dritte Coordinate — ist. Auf diese Weise fin- 
den wir far die Gleichung der Aequatorialfläche in Plan-Coordi- 
naten, nach Division durch v^: 

[{L V + Muy — D {Fv^ + 2 Ku v -j- Eu^)] w^ 
+ 2[{Sv — Tu) {Fv^ -{-2 Kuv + Eu^) — {Lv + Mu){Rv^+Ouv—Uu^)w 
+ [{Rv^ + Ouv— Uu^f — {Fv^ + 2 Kuv + Eu^) {Bv^ — 2Guv + Cu')] 

— 2[D{Rv^ + 0uv—Uu^) — (Lv + Mu) {Sv — Tu)](w 
— 2[{Lv + Mu) {Bv^ — 2Guv + Cu^) — (Sv — Tu) {Rv^ + Ouv— Uu^)]t 

+ [{Sv — TuY — D{Bv^^ — 2Guv+Cu'^)]t^ = 0. (31) 

Die Aequatorialflächen sind also, wie die Meridianflächen, 
zugleich von der vierten Ordnung und der vierten Classe. Die in 
FZ unendlich weit liegende Doppelaxe der Fläche ist in der vorstehenden 
Gleichung dadurch angezeigt, dass u und v in keiner niederen Potenz vor- 
kommen , als der zweiten. Die unendlich weit liegende Doppelaxe der Aequa- 

• 

torialfläche ist nach dem zweiten Paragraphen zugleich ein Doppelstrahl der- 
selben. Wir können also sagen, dass die Aequatorialflächen eine unendlich 
weit liegende Doppellinie haben. 

184. Die Polarebene der in ¥Z unendlich weit liegenden Doppellinie 
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in Beziehung auf einen beliebigen Complex-Cylinder, der die Ebene XZnach 
der Curve (28) schneidet, geht durch denjenigen Durchmesser der Durch- 
schnittscurve , welche der Richtung der Coordinaten - Axe OZ zugeordnet ist. 
Filr die Gleichung dieses Durchmessers erhalten wir, indem wir die Glei- 
chung (28) nach z diflferentiu"en : 

— (Ztangy — ilf)a,- + />tangy.2 + (.Vtangy + T") = 
und hieraus für die Gleichung der Polarebene: 

— (Ztang;^ — iV).r — />y + />tang;/.z + (^tangy + T) = 0. 
Diese Gleichung wird insbesondere , unabhängig von tang y , befriedigt , wenn 
zugleich : 

Dz — Lx + Ä^ = 0, 
Dy _ Mx — r=0. 
Also schneiden sich die Polarebenen der in FZ unendlich weit liegenden 
geraden Linie in Beziehimg auf alle Complex-Cylinder, deren Axen dieser 
Ebene parallel sind, in einer festen geraden Linie, die durch die vorstehen- 
den beiden Gleichungen dargestellt wird. 

Diese beiden Gleichungen sind aber dieselben, welche wir früher (Nr. 164.) 
zur Bestimmung des Durchmessers der Aequatorialfläche erhalten haben. 

Der Durchmesser einer Aequatorialfläche steht also zu der- 
selben in der doppelten Beziehung, dass er einmal der geome- 
trische Ort ist für die Mittelpuncte der Breiten-Curven, welche 
die Fläche erzeugen, andererseits dass er umhüllt wird von den 
Polarebenen derjenigen geraden Linie, welche in den Ebenen 
der Breiten-Curven unendlich weit liegt, in Beziehung auf die 
umhüllenden Complex-Cylinder. 

185. Die folgenden drei Gleichungen stellen m FZ, A'Z, XF die Basen 
derjenigen drei Complex-Cylinder dar, deren Axen bezüglich den drei Coor- 
dinaten- Axen OXy OF, OZ parallel sind: 

Ft/' — 2Kyz + Ez^ + 2i>y — 2Pz + J = 0, ] 
Fx^' — 2Lxz + Dz^ + 2Sz — 2Rx + ^ = 0, [ (32) 

Ex^ — 2Mxy + />y2 + 2 lx — 2Ty-\-€=0. J 
Die zweite dieser Gleichungen ergibt sich unmittelbar aus der Gleichung (30), 
wenn wir in dieser Gleichung U gleich Null setzen, imd dann ergeben sich 
nach den Vertauschungsregeln der 155. Nmnmer die beiden übrigen. 
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Analytisolie Bestlmmiuig der Doppelpuncte und Doppelebenen der Gomplex- Flächen. 

186. Es sei 

aa^ + 2baß + cß^ + 2day + 2eßy + ff = 
eine homogene Gleichung zweiten Grades zwischen den Veränderiichen a, /?, y. 
Dann erhalten wir die folgende algebraische Zerlegung: 

a{aa^ + 2baß + cß^ + 2day + 2cßy -^ ff) 

-- laa'\'{h^V¥—ac) ß+id+yd^—äf) y] - [Äa+(Ä —j/b^—ac) ß+ {d—Vd'—af)y\ 

— 2[{bd — ae) — /(*^^~ör) }/{S —af)]ßy 
— [aa+{b'{-V¥^^^)ß + id—Vd^^^/^y^ 

— 2[{bd—ae) + V{/^' — ac)V{d' — af)]ßr. 
' Wenn also 

{hd—ae) — V{b^ — ac)V{d^ — af) = 0, (33) 

so löst sich die gegebene Gleichung zweiten Grades in die folgenden beiden 
Gleichungen ersten Grades auf: 

aa + {b-{-V¥^^^)ß + {d + V d^-af) Y = 0, 1 ^g^^ 

aa + {b — Vb^ — ac)ß + {d—V~d^ — af)y = 0, J 
wenn 

{bd—a€) + \/{b^^ac)V(d' — af) = 0, (35) 

in die folgenden beiden: 

aa + {b + Vb^ — ac)ß + (d—Vd' — af)r = 0, | . ,3g. 

aa + {b — Vb^ — ac)ß + (d+l/d^ — äßr = 0. j 

Die beiden Bedingungs-Gleichxmgen (33) und (35) können wir in die folgende 
zusammenfassen : 

(bd—aey — (b^ — ac) {d^ — af) = 0. (37) 

Wird also diese Bedingungs - Gleichung befriedigt, so löst sich die gegebene 
Gleichung zweiten Grades in zwei Gleichungen des ersten Grades auf. 

In den Gleichungsformen (34) und (36) treten zwei der VeränderUchen, 
ß und y, in gleicher, die dritte a tritt in ausgezeichneter Weise auf. Wir 
erhalten also, und zwar durch blosse Buchstaben- Vertauschung, neben der 
vorstehenden Zerlegung noch zwei ganz analoge. Dem entsprechend können 
wir die Bedingungs-Gleichung (37) auch unter der folgenden Form schreiben: 
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{Pe-cdy-{b^-ac){e^-cf) = 0, | 

{de— fby — {d' — af) (^2 _ cf) = 0. j ^ ^ 

Endlich gehen die drei vorstehenden, unter sich identischen Gleichungen 
wenn wir entwickeln, in die folgende über: 

acf— ad" — cd' — f¥ + "Ihdc = 0/ (30) 

Die drei Gleichungsformen (37) und (38) zeigen, dass, im Falle die Zer- 
legung stattfindet, die drei Ausdrücke: 

{b^ — ac), {d' — af)j {e^ — cf) 

Werthe von gleichem Zeichen haben. Sind diese Zeichen positiv, so ist die 
Zerlegung eine reelle, sind sie negativ, eine inaaginäre. Verschwinden gleich- 
zeitig zwei der drei Ausdrücke, was in Folge der Bedingungs-Gleichungen (37) 
und (38) das Verschwinden des dritten nach sich zieht, so werden die bei- 
den Gleichungen, in welche die gegebene sich auflöst, unter sich identisch. 
Zugleich hat man: 

{bd—ae) = 0, {be — cd) = 0, (dc—fb) = 0. 

Die gegebene homogene Gleichimg zweiten Grades löst sich in die bei- 
den Gleichungen ersten Grades (34) oder in die beiden Gleichungen (36) auf, 
je nachdem die Bedingungs-Gleichung (33) oder die Bedingungs-Gleichung (35) 
befriedigt wird. Diesem entspricht, dass, im Falle einer reellen Zerlegung, 
der Ausdruck (J)d — ae) einmal positiv, das andere Mal negativ ist, umge- 
kehrt, dass, im Falle einer imaginären Zerlegung, derselbe Ausdruck einmal 
negativ , das andere Mal positiv ist. Es kommt dies darauf hinaus , dass die 
Zerlegung (34) oder die Zerlegung (36) stattfindet, je nachdem der Ausdruck 
{bd — ae) mit einem der drei Ausdrücke 

{b^-ac), {(fi-af). (f-cf), 

. und also mit allen, im Zeichen übereinstimmt oder nicht. 

An die vorstehenden Gleichungen (37) und (38) knüpfen sich noch einige 
Transformationen, welche in dem Folgenden ihre unmittelbare Anwendimg 
finden. 

Die Gleichung (37) gibt: 

hd — ae b'^ — ac , }/b'^ — ac 

Hierbei ist das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen, je nachdem die 
Zerl^ung (34) oder die Zerlegung (36) stattfindet. . 

Femer geben die Gleichimgen (38): 
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he — cd y¥ — ac 

de-fb = + ^7ä2^ö/ ' ^ ^ 

wobei die Zeichen der Ausdrücke {be — cd) und {de — fb) unmittelbar das 
doppelte Vorzeichen bestimmen. Wenn überhaupt eine Zerlegung der ge- 
gebenen Function zweiten Grades in zwei lineare Factoren möglich ist, was 
durch die Bedingungs-Gleichimg (39) ausgesprochen wird, so erhalten wir: 

{bd—ae){be — cd){de—fb) = — (b'' — ac){d' — a/) (e^ — cf). 

Es folgt hieraus, dass wir in der Gleichung (41) das obere oder untere Vor- 
zeichen zu nehmen haben, jenachdem die Zerlegung (36) oder die Zerlegung 
(34) stattfindet. 

187. Complex - Flächen in ihrer allgemeinsten Bestimmung, welche wir 
auch Meridianflächen genannt haben, sind solche Flächen, die einerseits durch 
eine veränderliche Complex - Curve , deren Ebene sich um eine feste in ihr 
liegende gerade Linie dreht, erzeugt, andererseits durch Complex -Kegel, 
deren Mittelpunct auf derselben geraden Linie fortrückt, umhüllt werden. 
An die erste Erzeugung der Fläche anknüpfend, haben wir zur analytischen 
Bestimmung der Fläche die Gleichung (15) erhalten. Setzen wir, der Kürze 
wegen: • 

{F sin^ (p — 2 Ä' sin 9 cos 9) + iF cos^ 9) =:: dr , 
(Ä sin- (f — ö sin 9) cos 9 — t^cos^ (p) ^^ b, 
{ß sin^ 9) -f- 2 <? sin 9? cos 9? + Cqos- 9?) ~ r, . 

— (0 sin 9) — Pcosfp) ^-~ d, 

— (/ sin 9) + ZTcos (p) rn e, 

SO können wir die Gleichung in der folgenden Weise schreiben: 

ÄW^ + 2biw + ct^ + 2dvn) + 2eiv + fv^ = 0. ' (42) 

Es ist hierbei J^ für die feste gerade Linie, welche Doppellinie der Fläche 
wird, genommen und 9) ist der Winkel, den die jedesmalige Meridianebene 
mit einer festen Ebene, der Coordinaten- Ebene XZ^ bildet. Wenn wir 
in der jedesmaligen Meridianebene den Durchschnitt derselben mit FZ als 
Axe OZ nehmen und dieselbe als OZ' bezeichnen und die Doppellinie der 
Fläche als Axe OX beibehalten, so stellt die letzte Gleichung die bezüg- 
liche Complex - Curve in ihrer eigenen Ebene in gewöhnlichen Linien -Coor- 
dinaten dar. 

Da die C!onstanten in der lezten Gleichung Functionen von <p sind, so 

23* 



(42) 
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ändert sich mit 9?, das heisst mit der Lage der Meridianebene, die in der- 
selben liegende Complex - Curve. Wenn wir zwischen diesen Constanten irgend 
eine Bedingungs - Gleichung statuiren und dadurch die Complex - Curve in ihr 
particularisiren , so gibt diese Gleichung die Meridianebene, in welcher die 
so particularisirte Curve liegt. 

Die Complex-Curve artet insbesondere in ein System von zwei Punc- 
ten aus, wenn die Bedingungs - Gleichung (39), die wir auch so schreiben 
können : 

f{b^ — ac) + ae^' + cd^ — 2bde = 0, (44) 

ftlr die Constanten in ihrer Gleichung (43) erfüllt ist. 

Die vorstehende Gleichung wird, wenn wir zu den Constanten des Com- 
plexes zurückgehen und zugleich durch cos^ 9? dividiren: 

^[(Ätangs^)— Ötang^)— i^O' — (^tang^g)— 2^tang9)+^)(Ätang2 9)+26^tang9)+C)] 

+ (/ tang tp + ny (/" tang^ 9? — 2 ^ tang fp + E) 
+ {Q toxigcp — Py {B tsLUg' (p + 2G tang (p + C). 
— 2(/tang<p + ^((>tang9) — /^)(Ätang29) — ötang^)— f/) = 0. (45) 

Diese Gleichung ist in Beziehung auf tang 9 vom vierten Grade. Es gibt 
also im Allgemeinen vier Meridianebenen, in welchen die Complex - Curven 
in Systemen von zwei Puncten ausarten. Da diese vier Ebenen durch die 
feste Coordinaten - Axe OX gehen, so liegen die vier Punctenpaare ia den 
vier Ebenen auf vier geraden Linien, welche diese A^ce schneiden. Die 
Punctenpaare, in welche die vier Complex - Curven ausarten, sind Doppel- 
puncte der Fläche. Wir wollen die vier geraden Linien, auf welchen diese 
Punctenpaare liegen, singulare Strahlen der Complex-Fläche nennen. 

Eine Complex-Fläche hat im Allgemeinen acht Doppelpuncte 
und vier, die Doppellinie der Fläche schneidende, singulare 
Strahlen, welche die Doppelpuncte, paarweise genommen, ent- 
halten. 

188. Den vier Werthen von tang (p entsprechen vier Gruppen von Wer- 
then für die Constanten der Gleichung (43)! Für jede Gruppe von Werthen 
gibt diese Gleichung dann die Gleichungen der beiden Puncte in ihrer Meri- 
dianebene. Diese Gleichungen können wir in der folgenden zusammenfassen: 



aw + {b+VO' — ai^t-^- {d+}Q^—af)v = 0, (46) 

wobei wir, je nachdem die Zerlegung (34) oder (36) stattfindet, für die beiden 
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Puncte einmal die Wurzelausdrücke mit gleichem, das andere Mal mit un- 
gleichem Vorzeichen nehmen müssen. Die beiden Coordinaten der beiden 
Puncte in der bezüglicheoi Meridianebene sind: 

wobei wir, wenn wir zu dem ursprünglichen Coordinaten - Systeme zurück- 
gehen, statt des obigen Werthes von 2' erhalten: 

z= -\ coscp, y= -'\ ^-smcp. (48) 

Der singulare Strahl, welcher die beiden Doppelpuncte verbindet, liegt in 
der durch 9 bestimmten Meridianebene. Für seine Gleichung in dieser Ebene 
erhalten wir: 



oder, mit Berücksichtigung der Gleichung (40): 

hd^ ae , de— fh h'^ — ac ' _\ ^^ — ^f 

d^ -af'^ + flf2 _ af ~ bd—ae ' ^ "^ de - fh ' (^^) 



X = 



In dieser Gleichung können wir statt z nach einander . und setzen 

° sm <p cos (p 

und erhalten dann die Gleichungzn der Projectionen desselben Strahles auf 

ÄF und XZ. 

Der singulare Strahl schneidet von der Doppellinie OX ein Segment ab: 

de — fb f?" — cf 

•^•0 = ^^r^^ = ^^37J ' (51) 

und bildet mit derselben einen Winkel d, bestimmt durch: 

. rv ^ — öf/* bd — ae ,^^^ 

Der jedem der gefundenen Werthe von 9? entsprechende singulare Strahl 
ist immer reell, mögen die Ausdrücke 

Vb^ — ac und Vd^ — af 
reell oder imaginär sein. Die beiden Doppelpuncte auf dem singulären StraUe 
hingegen sind zugleich mit diesen beiden Ausdrücken reell oder imaginär. 

Wenn eine beliebige Linie des Raumes als Doppellinie einer Fläche eines 
gegebenen Complexes zweiten .Grades angnommen wird, so hängt die Be- 
stimmung der vier Meridianebenen , wetehe die Doppelpuncte der Fläche ent- 
halten, von der Auflösung einer Gleichung des vierten Grades ab. Hiemach 
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> 



(53) 



ist in dieser Meridianebene der singulare Strahl, welcher die beiden Doppel- 
puncte in derselben verbindet, auf lineare Weise gegeben. Die Bestimmung 
der beiden Doppelpimcte auf dem singulären Strahl hängt dann schliessKch 
von der Auflösung einer quadratischen Gleichimg ab. Die vier Meridian- 
ebenen, in welchen die singulären Strahlen der Fläche liegen, können paar- 
weise imaginär sein; dann sind es auch die singulären Strahlen und die 
beiden Doppelpimcte. Aber auch wenn die singulären Strahlen reell sind, 
können die beiden auf ihnen liegenden Doppelpuncte sowohl imaginär als 
reell sein. 

189. Dieselbe allgemeine Complex - Fläche , "welche wir im dritten Para- 
graphen allgemein durch die Gleichung (15) bestimmt haben, haben wir, 
von der zweiten Bestimmimgsweise eines Complexes ausgehend, im folgenden 
Paragraphen durch die Gleichung (20) dargestellt. Diese Gleichung können 
wir, indem wir, unter Fortlassung des Accentes von x: 

(Fx^ — 2Rx + B) — a, 

— {Kx^— Ox —G)z:^h, 

(£^^•2 + 11] X ^ C) — c, 

{Qx-J)^d, 

- {Px + H) : r e, 

setzen, in folgender Weise schreiben: 

Äy2 _|. 2hyz + cz^ + 2di/ + 2ez -\-f= 0. (54) 

Sie stellt, nachdem x angenommen worden ist, in FZ die Basis derjenigen 
Kegelfläche dar, deren Mittdpunct auf der Doppellinie der Fläche li^ und 
durch die Annahme von x auf dieser Doppellinie bestimmt ist. 

Die Coefficienten der vorstehenden Gleichung sind Fimctionen von x. 
Setzen wir insbesondere 

f(b'' — ac) + ae^ + cd^ — 2bde = 0, (44) 

so ist die Basis der Kegelfläche keine Curve zweiter Ordnung mehr, sondern 
diese Curve artet in ein System von zwei geiuden Linien , die entsprechende 
Kegelfläche also in ein System von zwei Ebenen aus, deren Dureh- 
schnittslinie die Doppellinie der Fläche in dem durch x bestimmten Puncte 
trifft. Führen wir in die vorstehende Gleichung die ursprünglichen Con- 
stanten des Complexes wieder ein, Sb kommt, nach Fortlassung des gemein- 
RchafÜichen Factors x^\ 
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A [{Kx^ — Ox — GY — {F.v^ — 2Rx + B) {Ex' + 2 Ux + C)] 

+ {Px+Hy{Fx^ — 2Rx + B) + {0x—JY{Ex^+2Ux + C) 

+ 2{Px + ff){Qx — J){Kx'' — Ox — G)=:0/ . (55) 

Diese Gleichung ist in Beziehung auf x vom vierten Grade. Es gibt also 
im Allgemeinen auf der Doppellinie der Meridianfläche vier Puncte, welche 
nicht mehr die Mittelpuncte umschriebener Complex-Kegel sind. Diese Com- 
plex-Kegel arten in Systeme von zwei Ebenen aus, deren Durchschnittslinie 
durch die vier Puncte geht. Diese Ebenen sind Doppelebeüen der Fläche. 
Die Doppelebenen der Fläche ordnen sich zu vier Paaren zusammen; die 
beiden Doppelebenen jedes Paares schneiden sich nach vier geraden Linien, 
welche die Doppellinie der Fläche in den durch die Werthe von x bestimm- 
ten vier Pimcten treffen. Wir nennen diese vier geraden Linien singulare 
Axen der Meridianfläche. 

Eine Complex-Fläche hat im Allgemeinen acht Doppel- 
ebenen, die, paarweise genommen, sich in den vier singulären 
Axen der Fläche schneiden. ^Die vier singulären Axen schnei- 
den, wie die vier singulären Strahlen, die Doppellinie der Fläche. 

190. Pen vier Werthen von x entsprechen vier Gruppen von Werthen 
für die Constanten der Gleichung (51). Für jede Werthen-Gruppe stellt diese 
Gleichung ein System von zwei geraden Linien dar, in welchen die Coordi- 
naten- Ebene FZ von zwei zusammengehörigen Doppelebenen geschnitten 
wird. Diese beiden Linien schneiden sich in demjenigen Puncte, in welchem 
die singulare Axe, nach welcher die beiden Doppelebenen sich schneiden, die 
Ebene FZ trifit. 

Für die Gleichung der beiden geraden Linien in FZ erhalten wir un- 
mittelbar, nach den Entwickelungen der 185. Nummer, diq folgenden: 

^y + (* ± Vl^^ — ac) z + {d± Vd' — af) = 0, (56) 

wobei wir, jenachdem die Zerlegung (34) oder (36) stattflndet, für die beiden 
Linien einmal die Wurzelausdrücke mit gleichem, das andere Mal mit un- 
gleichem Vorzeichen zu nehmen haben. Die CJoordinaten der beiden geraden 
Linien in FZ sind: 



u a ^ u a 

und für die Gleichung ihres Durchschnittspunctes erhalten wir hiemach 
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oder, mit Berücksichtigung der Gleichung (40): 



V = 



bd — ae 



w + 



de — fb 



u = 



d^ — af"" ' (P—af 

* 

Die Coordinaten dieses Punctes sind also: 



b^ — ac 
bd — ae 



w + 



e^ — cf 
de — fb 



u. 



(59) 



_ de—fb 
^ bd — ae 



be — cd 



e^ — cf 



z = 



df^ — af 



b'^ — ac be — cd^ " bd — ae 

« 

Durch die Gleichung (5,8), verbunden mit der folgenden: 

^ ix '\- w = Oj 

ist die singulare Axe analytisch bestimmt. Der Winkel yo, 
Meridianebene, die ihn enthält, mit XZ bildet, ist durch 
Gleichung gegeben: 



bd — ae 
b'^ — flfc' 



(60) 



tangqpo = 



be — cd 



de—fb 



e^ — cf 



bd — ae d^ — af de 

Wir erhalten endlich zur Bestimmim^ desjenigen Winkels 
läre Axe mit OX^ der Doppellinie der Fläche, bildet: 

X tang e = 7/ — 



f^ 



(61) 

welchen die 
die folgende 

(62) 



welcTiien die singu- 



d- 



IW^a 



{be - cdY 



Die Bestimmung der vier singulären Axen der Meridianfläche ist eine 
lineare, nachdem die vier Puncte, in welchen sie die Doppellinie schneiden, 
durch Auflösimg einer Gleichung vom vierten Grade bestimmt worden sind. 
Die Bestimmung der beiden Doppelebenen der Fläche, welche auf einer der 
singulären Axen sich schneiden, hängt von der Auflösung einer Gleichung 
des zweiten Grades ab. Die vier Puncte, in welchen die singulären Axen 
die Doppellinie schneiden, können paarweise imaginär sein; dann sind es 
auch die singulären Axen. Aber auch , wenn die singulären Axen reell sind, 
können die in ihnen sich schneidenden Doppelebenen sowohl imaginär als 
reell sein. 

191. Meridianflächen von besonderer Art haben zu ihrer Doppellinie eine 
Linie des Complexes selbst. In diesem Falle wird die Doppellinie von den 
die Fläche erzeugenden Curven in den verschiedenen Meridianebenen berührt. 
Zugleich ist sie gemeinschafthche-i Seite der die Fläche umhüllenden Complex- 
Kegel. 

Wenn wir wiederum die Axe OX zur Doppellinie der Meridianfläche 
nehmen, so erhalten wir, um auszudrücken, dass diese Linie dem CJomptexe 
angehört, die Bedingung, dass in der Gleichimg desselben A verschwinde. 
In Folge davon verschwindet auch f in der Gleichung (43), so wie in dÄr 
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Gleichung (54). Die Gleichung (45), durch welche die Lage der Meridian- 
ebenen, in denen die singulären Strahlen liegen, bestimmt wird, reducirt 
sich auf die folgende: 

(/ tang 9 + /O' (^tang2 <p — 2^^ tang tp + E) 
+ {Q tang 9 — />)2 {B tang« 9 + 2C tang tp + C) 
— 2(-/tang9 + ^)(ötang9 — />)(Ätang29 — Otangip— £/) = 0. (64) 

Die Gleichung bleibt* in Beziehung auf tang tp vom vierten Grade. Die 
Meridianfläche behält also ihre vier singulären Strahlen. Die beiden Doppel- 
*pimcte auf denselben haben nach (47) die folgenden Coordinaten: 

X = -=^ , z = — ,0* (65) 

Der eine der beiden Puncte fällt in die Doppellinie der Fläche. Weil diese 
Bestimmung unabhängig ist von dem jedesmaligen Werthe von 9, so fällt 
einer der beiden Doppelpuncte auf jedem der vier singulären Strahlen in die 
Doppellinie der Fläche. 

Der Werth von Xo^ durch welchen auf der Doppellinie derjenige Pünct, 
in welchem in dieselbe der singulare Strahl einschneidet, bestimmt wird, 
reducirt sich, indem wir in (51) /" verschwinden lassen, auf: 

^^-T- ötang9-/> ^^^f 

192. In Folge der Voraussetzung, dass die Doppellinie der Meridian- 
fläche selbst eine Linie des Complexes sei, reducirt sich die Gleichung (55), 
vermittelst welcher die Pimcte bestimmt sind, in welchen die singulären 
Axen in die Doppellinie einschneiden, durch das Verschwinden von A auf: 

{Px + If)^Fx^ — 2Rx + B) + {Qx — jy{Ex^ + 2Ux + C) 

— 2{Px + B){Qx — J){Kx^ — 0x—G) = 0. (67) 

Da diese Gleichung in Beziehung auf x vom vierten Grade bleibt, behält 
die Meridianfläche ihre vier singulären Axen. Für die beiden Doppelebenen, 
welche durch eine der vier singulären Axen gehen, deren Durchschnitt mit 
der Doppellinie durch die vorstehende Gleichung bestimmt worden ist, er- 
halten wir aus der Gleichung (57) die folgenden CJoordinaten : 



• 



u = a, v = b±j/b'—ac, w = 2d,0. (68) 

Eine der beiden in einer der vier singulären Axen der -Fläche sich schnei- 
denden Doppelebenen der Fläche geht also durch die Doppellinie derselben. 
Für den Winkel 90? den die durch die singulare Axe gehende Meridian- 
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ebene mit XZ bildet, haben wir, wenn wir in der Gleichung (62) f ver- 
schwinden lassen, 

. e Px-\- H ,^^^ 

tang^o = -^ = -^^^- (69) 

193. Wir können die beiden Gleichungen 

J lang q> -\- H 
""' = £)tang9,-/> ' (^^^ 

, Px + ff ,^^^ 

tang 90 = g^Zj (69) 

in folgender Weise schreiben: 

c&(^o,tang9) = 0, <J& (-r, tang g)o) = , (70) 

indem wir mit beidesmal dieselbe Function bezeichnen. Führen wir den 
vorstehenden Werth von xo in die Gleichung (64) und den Werth von tang (po 
in die Gleichung (67) ein, so kommt: 

Xo^iFtang^ <p — 2 A' tang ^+E) + {B tang« <p + 2G tang <p+C) ] 

— 2xo{R tang« 9 — tang 9 — i/) nz 
tBJig'(p{Fxo^ — 2Rxo + B) + {Exo^ + 2Uxo + C) 

— 2 tang (p{Kxo^ — Oxo — G) = 0, 
tsing^<po{Fx^—2Rx + B) + {Ex^ + 2Ux+C) 
— 2tang(po{Jfx^ — Ox — G) = 
x^ (F tang« (po — 2K tang (po + B) + {B tang« 90 + 2 <? tang 90 + C) 

— 2 :r (Ä tang« 9?o — ö tang 90 — U) = 0. 
Indem wir durch V wiederum dieselbe Function bezeichnen, können wir die 
vorstehenden Gleichungen schreiben: 

V{xo, tang 9) = 0, V{x, tang 90) = 0. (72) 

Wenn wir dann zwischen den beiden ersten Gleichungen (70) und (72) :ro, 
zwischen den beiden zweiten Gleichungen (70) und (72) x eliminiren, erhal- 
ten wir dieselbe Gleichung vierten Grades zur Bestimmung von 9 und 90. 
Wenn wir zwischen denselben beiden Gleichungen -Paaren einmal tang y, 
das andere Mal tang 90 eliminiren , erhalten wir dieselbe Gleichung vierten 
Grades zur Bestimmung von Xo und x. 

Die vier singulären Strahlen und die vier singulären Aj^en 
schneiden sich bezüglich in denselben Puncten der Doppellinie 
und liegen bezüglich in denselben, durch die Doppellinie gehen- 
den, Ebenen. 

Zur Bestimmung dieser Puncte und Ebenen erhalten wir also, wenn 



(71) . 
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wir zusammenfassen, dieselben beiden Gleichungen: 

c^(a:,tang<p) = 0, 1 ^ 

»FCar^tangy) = 0, J ^^"^^ 

in denen wir orimd tang (p als veränderlich betrachten.*) 

.194. In dem Falle, dass die Doppellinie dor Complex- Fläche unendlich 
weit liegt, haben wir diese Fläche eine Aequatorial fläche genannt. 



*) Jede der beiden Gleichungen (73) drückt, einzeln für sich genommen, wenn x und tang 9 

(zi ) als veränderliche Grössen betrachtet werden , eine Relation zwischen der Lage eines auf 

der Coordinaten-Axe OX fortrückenden Punctes und einer um diese Axe sich drehenden Ebene aus: 
sie stellt einen geometrischen Ort dar. Die erste Gleichu^, auf welche wir uns hier beschränken 
wollen, bestimmt in. allgemeinster Weise, wie jeder Lage des Punctes eine einzige Lage 
der Ebene entspricht, und umgeköhrt. Das ist beispielsweise der Fall, wenn der Punct auf einer 
Erzeugenden einer Linienfläche des zweiten Grades fortrückt , während die entsprechende Tangential- 
Ebene um dieselbe Erzeugende sich dreht. Es sei, zur analytischen Bestätigung, indem wir durch p 
imd g irgend zwei lineare Functionen bezeichnen, 

^y = P^ 
die Gleichung einer solchen Linienfläche, welche de Coordinaten-Axe OX zu einer ihrer Erzeugen- 
den hat. Dann ist die Gleichung der Tangential -Ebene der Fläche in irgend einem Puncte ihrer 
Erzeugenden, dem die Functionen - Werthe p' und q' entsprechen, die folgende: 

q'y ^ pz. ^ 

Hieraus ergibt sich 

tang 9 = s^ = ^, — ^—7-1 
q gx-Yh 

wenn x auf den Berührungspunct bezogen wird und ^, A, g ^ h' gehörig zu bestimmende Constanten 

bedeuten. Diese Gleichung hat die fragliche Form. 

Wir können bei der geometrischen Deutung der durch eine solche Gleichung ausgedrückten 
Abhängigkeit zwischen einer Ebene und einem in ihr liegenden Puncte zwei gerade Linien von vorne 
herein beliebig annehmen und, indem wir die Ebene um die eine dieser beiden Linien sich drehen 
lassen, ihre verschiedenen Lagen durch tang 9 bestimmen, während auf der zweiten geraden Linie 
die Lage des auf derselben fortrückenden Durchschnittspunctes mit der sich drehenden Ebene durch x 
bestimmt wird. Wenn wir ziun Beispiel für die beiden geraden Linien irgend zwei zugeordnete 
Polaren eines linearen Complexes nehmen, so dreht s^ph, wenn ein Punct auf einer der beiden 
Polaren fortrückt, die diesem Puncte in dem Complexe entsprechende Ebene um die andere. Die 
obige Gleichungsform gibt das Drehungssesetz der Ebene für ein gegebenes Fortrücken des Punctes. 

Dasselbe Drehungsg^etz gut für eine Ebene, welche durch einen Punct geht, der auf einer 
Erzeugenden einer Linienfläche fortrückt, und zugleich um eine zweite Linie derselben Erzeugung 
sich dreht. Dasselbe Gesetz gilt endlich für die Drehung der Meridianebene um die Doppellinie einer 
Complex-Fläche , wenn die Ebene durch einen Punct gelegt wird, welcher auf der Polare der Complex- 
Fläche fortrückt. Die analytische Bestätigung dieser letzten geometrischen Relation entnc^imen wir 
immittelbar. der 170. Nummer, nach welcher die Gleichung des Textes: 

. Px + H 

welche wir auch unter der folgenden Form schreiben können: 

J tang fp -\' H 



X 



Otang9 — P ' 

für einen gegebenen Werth von 9; auf der Polaren der Complex-Fläche, durch den entsprechenden 
Werth von o?, den Pol der Doppellinie, in Beziehung auf die Complex -Curve in der durch 9 be- 
stimmten Meridian -Ebene, gibt. 

24* 
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Nehmen wir die Ebene Y Z fttr diejenige^ in welcher die Dqppellinie unend- 
lich weit gerückjt ist, so haben wir för die Gleichung der Aequatorialflache 
die folgende erhalten: 

Dw^ -\- 2{Lx — S)vw + {Fx^ — 2Rx'\-B)v^ 

+ 2{Mx + T)un> + 2{Kx^ — 0x — G)uv-{' {Ex^ + 2Ux + C) = 0.' (3) 

Wir denken uns dabei die Fläche durch eine veränderliche Complex - Curve 
erzeugt , deren Ebenö parallel mit V^ ist und parallel mit dieser Ebene fort- 
rückt. Die jedesmalige Ebene dieser Curve ist durch x bestimmt. In be- 
sonderen FäUen kann, wie bei den Meridianflächen, die Curve in ein System 
zweier Puncte ausarten. Die geraden Linien, welche solche zwei Puncte 
verbinden, sind singulare Sl^rahlen der Aequatorialflache, die Puncte 
selbst Doppelpuncte derselben. Die singulären Strahlen der Aequatorial- 
flache sind der Coordinaten- Ebene FZ parallel, mit anderen Worten, sie 
schneiden die unendlich weit liegende Doppellinie derselben Fläche. 
Setzen wir, der Kürze wegen: 

/> = Ä, 

{Lx — S)^b, 

{Fx^ — 2Rx+B)^c, 

{Mx + r ) -E rf, 

(Kx^ — Ox — G) z^e, 

{Ex^ + 2Ux + C)=f, 

so geht die vorstehende Gleichung (3) in die folgende über: 

an?^ + 2bvw + cv^ + 2dun} + 2euv + fu^ = 0, (75) 

und um auszudrücken , dass diese Gleichung ein -System von zwei Puncten 
darstelle, gibt, die Entwickelung von (41): 

n [{Kx^ — Ox — Gf — {Fx^ —2Rx'\-B) {Ex^ + 2Vx + C)] 
+ {Mx + Ty {Fx^ — 2Rx + B) + {Lx — Sy {Ex^+ 2 Lx + C) 

; '^{Lx — S){Mx + T){Kx^ — Ox—G)=0. (76) 

Da der Grad dieser Gleichung in Beziehung auf x der vierte ist, so hat auch 
eine Aequatorialflache, wie eine Meridianfläche, im Allgemeinen vier singu- 
lare Strahlen. 

195. Der Mittelpunct der die Fläche erzeugenden C!omplex-C!urve be- 
schreibt bei der Erzeugung einen Durchmesser des .Complexes, den wir als 

• 

den Durchmesser der Aequatorialflache bezeichnet haben (Nr. 164.). Wenn 
wir diesen Durchmesser für die bisher unbestimmt gebliebene Axe OX neh- 



(74) 
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* 

men, so verschwinden aus der Gleichung (3) diejenigen Glieder, welche w in 
der ersten Potenz enthalten, und damit dieses fflr jeden Werth von x ge- 
schehe, müssen die vier Complex- Constanten L^ Mj S und T verschwinden. 
Alsdann reducirt sich die vorstehende Glßichimg auf: 

i^Kx'- — Ox — Gy — {Fx^ — 2Rx + B){Ex^ + 2Ux+C) = 0. (77) 

Nachdem wir durch diese Gleichung die Ebenen bestimmt haben, welche die 
vieü* singulären Strahlen enthalten, erhalten wir, indem wir, der Coordinaten- 
Bestimmung gemäss, b und d gleich Null setzen, auf jedem dieser Strahlen 
zur Bestimmung der beiden Doppelpuncte : 

y-+V^< ^-+/^-- ('8) 

Jenachdem die Zerlegung (34) oder (36) stattfindet, das heisst, je nachdem 
e und f im Zeichen übereinstimmen oder nicht, müssen wir die vorstehen- 
den Ausdrücke für y und z für jeden der beiden Puncte mit gleichem oder 
entgegengesetzten Vorzeichen nehmen. Der singulare Strahl wird von dem 
•Durchmesser der Fläche geschnitten, und zwar so, dass die beiden Doppel- 
puncte auf ihm zu beiden Seiten des Durchmessers in gleichem Abstand von 
demselben liegen. Der Winkel rf, welchen der jedesmalige singulare Strahl 
mit der Ebene XZ bildet, ist durch die Gleichung bestimmt: 

tangrf = ±/f =^ = ^, (79) 

^wobei in dem ersten und zweiten der beiden oben untersqhiedenen Fälle das 
obere oder imtere Vorzeichen zu nehmen ist. 

196. Wenn wir dieselbe Aequatorialfläche , welche wir vorstehend durch 
ihre Breiten - Curven bestimmt haben , durch umhüllende Cylinder bestimmen, 
deren Axen der Ebene FZ parallel sind,' so tritt die Gleichung (28) an die 
Stelle der Gleichung (3). Die neue Gleichung stellt für die durch den Winkel 
y bestimmte Richtung der Cylinder -Axe den Durchschnitt dieses Cylinders 
mit der Ebene ÄZ dar. Setzen wir, der Kürze halber: 

(/'tang^y — 2A"tangy + Ä') — ä, 
— (L tang y-r—M) tang y '^^ b^ 

/>tang2y=^, I (80) 

— {R tang2 y — tang y—U)^ d, 
{S tang y + T) tang y — e, 
( B tang2 y + 2 C t ang y + C ) =Y, 
so wird die Gleichung der Durchschnitts - Curv^e : 
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ajc^ + 2bxz + cz^ + 2dx -^ 2ez + f= 0. (81) 

Um auszudrücken , dass diese Gleichung ein System von zwei geraden Linien 
darstelle und also der imahüllende Cylinder in ein System zweier Ebenen 
ausarte, welche die Ebene XZ nach diesen beiden geraden Linien schneiden, 
gibt die Entwicklimg der Gleichung (39): 

/>[(i?tangV— Ötangy— £/)2— (/'tang^y— 2^tangy+iS')(ÄtangV+2C^tangy+0] 
+ (*Stangy+7')H^tang2y— 2Ä'tangy+£')+(Ztangy— if)2(ÄtangV+2<?tang7+0 

+ 2(Ztangy — i¥)(5tangy + 7^)(ÄtangV — Otangy— £/) = 0. (82) . 

Es gibt also, den vier Werthen von tang y, welche die Auflösung dieser 
Gleichung gibt, entsprechend, vier Paare von Doppelebenen der Aequa- 
torialfläche, in welche sich vier der umschriebenen Cylinder auflösen; die 
beiden Ebenen jedes Paares schneiden sich in einer der vier singulären 
Axen der Fläche. Nach jeder Richtung, welche der Ebene FZ parallel ist, 
wird die Aequatorialfläche nach Curven zweiter Ordnung projicirt; nach den 
Richtungen der vier singulären Axen sind die Projectionen Systeme von zwei 
geraden Linien. 

197. Wenn wir den der Ebene FZ zugeordneten Durchmesser des Com- 
plexes als Äxe OX nehmen, so reducirt sich die vorstehende Gleichung auf: 

(ÄtangV—ötangy—f/>—(FtangV—2A^tangy+£)(ÄtangV+2Ctangy+C) = 0,(83) 

und die Gleichimg der Durchschnitts -Curve des bezüglichen umhüllenden 
Cylinders mit der Ebene XZ auf: 

ax^ + cz^ + 2ez +f= 0. (84)* 

Diese Gleichung löst sich, wenn die vorstehende Bedingung (83) erfüllt ist, 
in die folgenden beiden auf: 

ax ± V—ac .' z ±y—af = 0, (85) 

wobei wir, je nachdem die Bedingung (33) oder die Bedingung (35) erfüllt ist, 
für jede der beiden geraden Linien, welche die vorstehende Gleichung dar- 
stellt, den Wurzelausdrücken übereinstimmende oder entgegengesetzte Vor- 
zeichen geben müssen. 

Die durch die Doppelgleichung (85) dargestellten geraden Linien schnei- 
den OX in demselben Puncte. Für diesen Schnittpunct erhalten wir: 

^•=+//-^. (86) 

Durch denselben Punct geht also auch die singulare Axe der Aequatorial- 
fläche, in welcher zwei Doppelebenen derselben sich schneiden. Die vier 
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singulären Axen also , wie die vier singulftren Strahlen der Fläche , schneiden 
einerseits, weil sie der Ebene YZ parallel sind, -die unendlich weit liegende 
Doppellinie , andererseits den Durchmesser der Fläche , den wir als die Polare 
derselben betrachten können. 

Zur Bestimmung des Winkels, welchen die Durchschmttslinien der bei- 
den Doppelebenen, welche in einer singulären Axe siph schneiden, mit der 
Ebene XZ in dieser Ebene mit OX bilden, erhalten wir aus (85): 



X 4- 



V-'i 



- = T 7/ « 



(87) 



Die beiden Doppelebenen bilden also mit den zwei in derselben singulären 
Axe sich schneidenden Ebenen, von deneh die eine durch den Durchmesser 
der Fläche geht und die andere demselben zugeordnet ist, vier harmonische 
Ebenen, und^sind somit, wenn der Durchmesser auf seinen zugeordneten 
Ebenen senkrecht steht, gleich gegen denselben geneigt. 

198. Wir begegnen einer besonderen Art von Aequatorialflächen , wenn 
wir eine unendlich weit liegende Linie, die dem Complexe angehört, 
als Doppellinie der Fläche nehmen. Es kommt das darauf hinaus, dass alle 
Breiten -Curven der Fläche Parabeln werden. 

Nehmen wir, wie bisher, die Doppellinie in der Ebene YZ unendlich 
weit, so verschwindet, unter der gemachten Voraussetzung, in der Gleichung 
des Complexes die Constante />. Alsdann geht die Gleichung (76), durch 
welche wir den Abstand der singulären Strahlen, die der Coordinaten-Ebene 
parallel sind, von dieser Ebene bestimmt haben, in die folgende über: 

(Mx + r)2 {Kx^ — Ox — G) + (Lx — Sy (Ex^ + 2 i/.r + C) 

+ {Lx — S) {Mx + T) {Fx^ — 2 Ä.r + i?) = 0.* (88) 

Die Fläche hat ihren Durchmesser, der imendlich weit gerückt ist, verloren. 
Die Gleichung (3) geht, wenn wir: 

{Ex^ + 2Ux+ C)— a, 

{Rx^— Ox —G)z^b, 

{Fx^ — 2Rx + B)i^ c, 

{Mx +T)^d, 

{Lx — S) zz e\ 

D —. f = ] 

^tzen, in die folgende über: 

au^ + 2buv + cv^ + 2duw + 2evw = 0, (90) 



(89) 



tang ro = rT-7/.-r--- = --^c = 7 • (93) 



— 192 — 

und diese Gleichung löst sich, wenn wir für x eine der vier Wurzeln der 
Gleichung (88) nehmen, in «die folgenden beiden auf: 

au-i- {b + Vb^ — ac)v + 2dn> = 0,1 

au + {b + Vb^ — ac)v =0,1 

wo wir, je nachdem die Zerlegung (34) oder die Zerlegung (36) stattfindet, 
das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen haben. 

Ein Doppelpimct der Fläche liegt also auf dem singulären Strahl unend- 
lich weit, der andere hat zu Coordinaten in seiner Ebene: 

y - 2d' ^ — — 2d — • ^^^' 

Der Winkel yo , welchen die Eichtung des singulären Strahles mit Z bildet, 
ist durch die Gleichung: 

a ^ + j/b^ — ac _ d 

b ± i/b^-^ac 
bestimmt. Führen wir die Constanten des Complexes wieder ein, so kommt : 

tang yo = "i^-^^ • (94) 

199. Bestimmen wir die Aequatorialfläche durch ihre umhüllenden Cy- 
linder, so müssen wir von der Gleichimg (28) ausgehen. Unter der gemach- 
ten Annahme, dass die in JTZ unendlieh weit liegende Linie dem Complexe 
angehöre, wird die Bedingung (76), durch die ausgedrückt wird, dass sieh 
die durch (28) dargestellte Curve in ein Linienpaar auflöst, die folgende: 

(*S^tangy+r)2(^tangV— 2^tapgy+Ä')+(Ztangy— i¥)2(ÄtangV+26^tangy— O 
+ 2{Lt2irigr — M){Stangr + T){Rtang^y — Ota,ngy — U) = 0. (95) 

Die Gleichimg (28) geht, wenn wir, der Kürze wegen, die Constanten- 
Bestimmimg (80) wieder einführen und c verschwinden lassen, in die fol- 
gende über: 

ax^ + 2bxz + 2dx + 2ez + f= 0, ' (96) 

imd diese Gleichung löst sich, wenn für tang y eine der Wurzeln der vor- 
stehenden Gleichung genommen wird, in die beiden folgenden auf: 

ax + 2bz + {d±/d^~=^n = 0, 1 

ax Tf- (d + Vd' — a/) = 0, / 

wo wir die oberen, bezüglich die unteren Vorzeichen zu nehmen haben, 
je nachdem die Zerlegung (34) oder die Zerlegung (36) stattfindet. 

Eine der beiden Doppelebenen, in die sich der die Fläche umhüllende 
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Complex-Cylinder auflöst, geht also immer durch die unendlich weit liegende 
Doppellinie der Fläche. Sie schneidet von OX ein Stück ab: 



_ _ d + V<P-ar _ /___ = _ f , (98) 

oder, wenn wir die Constanten des Complexes wieder einführen: 

S tang y + T ' ^„^, 

•^•"^Z tangy-^ - ^ 

200. Indem wir den Weith von tang yo aus der Gleichung (94) in die 
Gleichung (88) und den Werth von Xo ans der Gleichung (99) in die Glei- 
chung (95) einführen, gelangen wir, wie wir es in der 193. Nummer füi* 
Meridianflächen gethan haben, nun für Aquatorialflächen der besonderen Art 
zu dem folgenden Satze: 

Die vier singulären Strahlen und die vier singulären Axen 
liegen bezüglich in derselben Ebene, welche durch die unendlich 
weit entfernte Doppellinie der Fläche geht, und sind, in dieser 
Ebene, bezüglich einander parallel. 
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Allgemeine Betrachtungen über Gomplex-Fläclien, ihre Doppellinien, Doppelpnncte 

und Doppelebenen. 

201. Wenn eine gerade Linie im Eaimie sich bewegt, so erzeugt sie 
eine Linienfläche. Es ist hierbei gleichgültig, ob wir sie als einen Strahl 
oder als eine Axe betrachten. Wir können die Linienfläche diurch drei 
Gleichungen entweder in Strahlen - Coordinaten oder in Axen-Coordinaten dar- 
stellen, die sich in dem ersten Falle auf eine einzige Gleichung in Punct- 
Coordinaten, in dem zweiten Falle auf eine einzige Gleichung in Plan -Coor- 
dinaten zurückfahren lassen. 

202. Wemi insbesondere die gerade Linie im Räume so sich bewegt, 
dass sie in je zwei auf einander folgenden Lagen in derselben Ebene ent- 
halten ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch denselben Punct geht, 
so beschreibt sie, wenn sie als Strahl betrachtet wird, eine Abwicklungsfläche ; 
sie imihüllt, wenn sie als Axe betrachtet wird, eine räumliche Curve, Je 
nach der zwiefachen Auffassung der geraden Linie geht dann die Linienfläche 
in die Curve oder in die Abwicklungsfläche über. Die verschiedenen Lagen 

Plückcr, Gcomolrie. 25 
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der geraden Linie werden dann durch zwei Complex - Gleichungen in Strahlen- 
oder Axen-Coordinaten dargestellt. Wenn wir 

jj = sz + a, 

a: = rz -{- Q 
für die Gleichungen zweier Prqjectionen der als Strahl betrachteten geraden 
Linie nehmen, in Beziehung auf r, 5, 9, (> differentiiren und nach der 
Differentiation z [eliminiren, erhalten wir, dei* gemachten Voraussetzung 
entsprechend : 

tl - % ■ (100) 

Wenn wir andererseits die gerade Linie als Axe betrachten und 

n = qv -{- Xj 
t = pv -j- st 

für die Gleichungen ihrer Durchschnittspuncte mit zwei der drei Coordinaten- 
Ebenen nehmen, so erhalten wir, derselben Voraussetzung entsprechend, die 
Bedingungs - Gleichung : 

& - If • (101) 

Durch jede Abwicklungsfläche ist gleichzeitig eine raumliche Curve und 
gegenseitig durch jede räumliche Curve eine Abwicklimgsfläche bestimmt. 
Die Gleichung (100) ist die Differential-Gleichung der Abwicklungsflächen, die 
Gleichung (101) die Differential-Gleichung der räumlichen Curven. 

203. Wir erhalten eine zweite Bestimmung der Abwicklungsfläche, wenn 
wir uns dieselbe durch eine Ebene, welche durch zwei auf einander fol- 
gende Lagen des erzeugenden Strahles geht, umhüllt denken und demnach 
durch zwei Gleichungen in Plan-Coordinaten darstellen. Die die Abwick- 
lungsfläche umhüllenden Ebenen gehören als Umhüllungsebenen zweien 
Flächen an. 

Wir erhalten eine zweite Bestimmung der räumlichen Cm-ve, wenn wir 
uns dieselbe durch einen Punct, welcher der umhüllenden Axe in zwei auf 
einander folgenden Lagen gemein ist, beschrieben denken und, dem ent- 
sprechend, durch zwei Gleichungen in Punct -Coordinaten darstellen. Eine 
räumliche Curve ist der Durchschnitt zweier durch Puncte bestimmter Flächen. 

Die Abwicklungsflächen werden durch eine einzige Gleichimg in Rmct- 
Coordinaten dargestellt. Sie sind als Linienflächen zu betrachten, insofern 
wir uns diese durch einen Strahl erzeugt denken. Die räumlichen Curven 
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werden durch eine einzige Gleichung in Plan-Coordinaten dargestellt. Sie 
sind als Linienflächen zu betrachten, insofern wir uns diese durch eine Axe 
erzeugt denken. 

204. Die Abwicklungsfläche kann durch eine weitere Beschränkung in 
eine Kegelfläche ausarten. Dann gehen alle Strahlen durch einen festen 
Pimct, den Mittelpunct der Kegelfläche. Um dieses aaszudrftcken , erhalten 
wir, wenn (.i^ y^ z^) der Mittelpunct der Kegelfläche ist, die drei linearen 
Bedingungs - Gleichungen : 

yo = s z^ + a, 

a-o = rz^ + 9, i (102) 

Von diesen Gleichungen bedingen zwei, vorausgesetzt dass r und s endliche 
Werthe behalten, die dritte. Nachdem der feste Punct bestimmt worden ist, 
^vh'd die Kegelfläche durch eine einzige Complex-Gleichung in Strahlen-Coor- 
dinaten dargestellt. Nehmen wir für den festen Punct insbesondere den 
Anfangspunct der Coordinaten , so verschwinden für alle Strahlen gleichzeitig 
die drei Coordinaten q , a und rj , und zur Bestimmung der Kegelfläche erhalten 
wir dann eine Gleichung zwischen den beiden übrigbleibenden Coordinaten 
;• und s. 

Die räumliche Curve kann durch eine weitere Beschränkung in eine 

ebene Curve ausarten. Dann liegen alle die Curve umhüllenden Axen in 

(t^ ifi v^\ 
"17 > — II ' —t^) nehmen, 

durch die drei linearen Bedingimgs - Gleichungen : 

/o =yn'ö + :T;^?% > (103) 

pu^ — qt^ = (üW^ 
ausgedi-ückt wird. Von diesen Gleichungen bedingen zwei , vorausgesetzt, 
dass g und p endlich bleiben, die dritte. Wenn die Ebene bestinmit ist, 
wird die' Curve in ihr durch eine einzige Complex-Gleichung in Axen -Coor- 
dinaten dargestellt. Diese Gleichung reducirt sich auf eine Gleichung zwi- 
schen zwei der fünf Axen - Coordinaten , wenn wir für die Ebene der Curve 
insbesondere eine der drei Coordinaten -Ebenen nehmen. Lst diese Ebene VZy 
so verschwinden für alle die Cun^e umhüllenden Axen die drei Coordinaten 
p, 7t, G), und wir erhalten für die umhüllte Curve eine Gleichung zwischen 

den beiden übrigbleibenden Axen -Coordinaten y und x, und diese beiden 

25* 
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Coordinaten können wir auch als Linien -Coordinaten in der Ebene ¥ Z con- 
stniiren. 

205. Wir können aber auch eine Kegelfläche als von einer Ebene um- 
.hiült betrachten und, dem entsprechend, den Mittelpunct derselben durch 
die Gleichung 

x^U + y'^u + z^t? + ;<; = 
darstellen. Dann bestimmt in Verbindung mit dieser Gleichung eine zweite 
Gleichung in Plan -Coordinaten die Kegelfläche. Wenn wir den Mittelpunct 
derselben zum Anfangspuncte nehmen, wonach die vorstehende Gleichung 
sich auf 

w = 
reducirt, reicht die zweite Gleichung allein zur Darstellung der Kegelfläche 
hin. In analoger Weise können wir uns eine ebene Curve durch einen Punct 
beschrieben denken und ihre Ebene durch die Gleichung 

t^x + vPy + v^z + ;^?o = 
darstellen. Dann bestinmat , in Verbindung mit dieser Gleichung , eine zweite 
Gleichung in Punct -Coordinaten die ebene Curve. Wenn die Curve in einer 
der drei Coordinaten - Ebenen liegt, für welche wir wiedeiTim YZ nehmen 
wollen, so erhalten wir statt der vorstehenden Gleichung 

X = 0, 
und eine einzige Gleichung zwischen den beiden übrigbleibenden Punct -Coor- 
dinaten, die wir in der Ebene YZ construiren können, ist zur Darstellung 
der Curve hinreichend. 

206. Es kann nur von der Ordnung^ einer Kegelfläche die Rede sein, 
wenn wir uns dieselbe als von einer geraden Linie, einem Strahle, beschrie- 
ben denken. Diese Ordnung ist gleich dem Grade der Gleichung, durch 
welche die Kegelfläche in Punct -Coordinaten dargestellt wird. Es kann nur 
von der Classe einer ebenen Curve die Rede sein, wenn wir uns dieselbe 
von einer gei*aden Linie, einer Axe, umhüllt denken. Diese Classe ist gleich 
dem Grade der Gleichung, durch welche die Curve in Plan - Coordinaten dar- 
gestellt wird. 

Indem wir in die Geometrie die gerade Linie als Raumelement ein- 
führen, und die gerade Linie einmal als Strahl, das andere Mal als Axe be- 
ti*acht<3n, müssen wir der gewöhnlichen Plan-Geometrie, als vollständig 
coordinirt, eine Punct-Geometrie zur Seite stellen, neben Curven, welche 
in der Ebene von Axen umhüllt werden , Kegelflächen , welche durch Strahlen 
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gebildet werden, die durch den Punct gehen. Die Kegelflächen sind von 
gegebener Ordnung, die Curven von gegebener Classe. Die Classe einer Kegel- 
fläche und die Ordnung einer Curve treten als secundäre Begriffe auf. Erst 
wenn wir uns die Kegelflächen als durch Ebenen umhüllt denken, welche 
durch zwei auf einander folgende erzeugende Strahlen gehen, kommt die 
Classe derselben zur Sprache ; sie ist zugleich die Classe ihrer Durchschnitts- 
curven und ist gleich der Anzahl der Tangential - Ebenen, welche durch eine, 
durch den Mittelpunct der Kegelfläche gehende, gerade Linie an diese sich 
legen lassen. Erst wenn wir uns die ebene Curve durch den Durchschnitt 
zweier auf einander folgenden umhüllenden Axen beschrieben denken, kön- 
nen wir von ihrer Ordnung sprechen. Diese ist dann zugleich die Ordnung 
der Kegelflächen, welche durch dieselbe sich legen lassen und gleich der 
Anzahl der Puncte, in welchen die Curve von einer in ihrer Ebene liegenden 
geraden Linie geschnitten wird. 

207. Die folgenden Bemerkungen, welche sich an das Vorstehende an- 
knüpfen, berühren wesentlich die Theorie der Darstellung räumlicher Gebilde 
vermittelst Linien - Coordinaten. 

Wir müssen, um eine Kegelfläche in Strahlen - Coordinaten darzustellen, 
ausdrücken, dass die Strahlen, welche dieselbe bilden, durch einen festen 
Punct {.v^, f/^, z^), ihren Mittelpunct, gehen. Um dieses vollständig zu 
erreichen, sind die Gleichungen (102) alle drei noth wendig. Wenn wir bloss 
zwei dieser drei Gleichungen, etwa die beiden ersten, 

n .; (104) 

nehmen, so drücken dieselben aus, dass der bezügliche Strahl {r, s, q, ö) die- 
jenigen beiden Linien schneidet , welche den Pimct (.i-^, i/'\ z^) auf die beiden 
Coordinaten -Eben FZ und ÄZ projiciren. Es schliesst dieses die doppelte 
geometrische Bedingung ein, dass der Strahl (r, Sy q, g) entweder durch 
den gegebenen Punct {:v^, i/^, z"^) geht, oder in deijenigen Ebene liegt, welche 
die beiden projicirenden Linien enthält und also durch den Punct (o^^, y^ z^) 
geht und der Ebene AT parallel ist. Erst dadurch, dass die dritte Gleichung 

ry^ — s:v^ = 7] 
hinzutritt, fällt die zweite geometrische Deutung der Gleichungen (104) hin- 
weg und dann wird ausschliesslich ausgedrückt, dass der Strahl durch den 
gegebenen Punct geht. 

Wir müssen, um eine ebene Curve in Axen - Coordinaten darzustellen, 
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aiisdnlcken , dass die Axen, welche dieselben umhüllen , in einer festen Ebene 

/ /O j^O j;0 \ 

l~ö' ir> ~ö) liogen. Dazu sind die Gleichungen (103) alle drei noth- 

wendig. Wenn wir bloss zwei dieser drei Gleichungen, etwa die beiden 
ersten 

nehmen, so wu'd durch dieselben ausgedrückt, dass die bezügliche Axe 

- ^7, — ^> — 77 I 

mit den beiden Coordinaten - Ebenen YZvlxA XZ geht. Diesem wird geome- 
trisch in zwiefacher Weise entsprochen, entweder wenn die Axe (p, 9, 7t, x) 
in der gegebenen Ebene liegt, oder wenn sie durch denjenigen Punct hin- 
durchgeht , in welcher die Coordinaten - Axe Z von dieser Ebene geschnitten 
wird. Die dritte Gleichung 

pu^ — qt"^ = ;^^» 
muss hinzukommen, um die zweite geometrische Beziehung auszuschliessen. 

Wenn wir uns nach dem analytischem Grunde der vorstehenden, auf 
den ersten Blick paradoxen Relationen fragen, so liegt derselbe darin, dass 
die dritte der Gleichungen (102) und (103) dann nicht mehr eine algebraische 
Folge aus den beiden ersten ist, wenn /• und s, bezüglich p und q unendlich 
gross werden.*) 

208. Wenn mit der Gleichung 

ß. = 0, 
welche einen Linien - Complex eines beliebigen «.Grades in Strahlen - Coordi- 
naten darstelle, die beiden Gleichungen 

*) Durch die Anwendung homogener Linien -Coordinaten wird das Unendliche vermieden. Er- 
setzen wir zum Beispiel die beiden ersten der Gleichungen (102) durch die folgenden: 

y"(2 — 2') = z^(y — y ) + (yz — yz), 

a?"(i — 2') = z^{x — x) + ix'z — xz)^ 
so werden beide (ileichungen gleichzeitig befriedigt, wenn 

das heisst, wenn der bezügliche Strahl durch den gegebenen Punct geht. 

Dieselben beiden Gleichungen werden auch dann befriedigt, wenn 

, _j .' .0 

*• ^^ - — - » 

das hcisst, wenn alle Strahlen innerhalb einer mit XV parallelen Ebene liegen, deren Abstand von 
dieser Ebene gleich 2" ist. 
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die wir als zwei lineare Complex - Gleichungen ansehen können, gleichzeitig 
bestehen, so befriedrigen die Coordinaten aller Strahlen, welche einerseits 
den Complex -Kegel der «.Ordnung bilden, dessen Mittelpunct (.r^ y^, z^) ist, 
und andererseits die Complex -Curve der « . Classe umhüllen, deren Ebene, 
parallel mit XF^ durch den Mittelpunct des Kegels geht, die vorstehenden 
drei Gleichungen. Diese drei Gleichungen stellen also, neben dem Com- 
plex-Kegel, gleichzeitig auch noch eine Complex-Curve dar. 

Ebenso stellt das System der Gleichung eines Complexes des w. Grades 
in Axen-Obordinaten 

und der beiden linearen Gleichungen 

die wir als Gleichungen zweier Complexe des ersten Grades ansehen können, 

/ /Ü ^Ü j;Ü \ 

gleichzeitig eine Complex-Curve, deren Ebene (-^ ? — j,-? —^j ist, und 

eine Complex-Kegel fläche dar, deren Mittelpunct in dieser Ebene liegt. 
Zwischen der Kegelfläche der «.Ordnung imd der Curve der «.Classe, 
welche in dem Vorstehenden durch die drei Complex-Gleichungen dargestellt 
werden, besteht die geometrische Beziehung, dass die «Seiten, nach welchen 
die Kegelfläche von der Ebene der Curve geschnitten wird, zugleich die- 
jenigen «Tangenten der Curve sind, welche durch den Mittelpunct der Kegel- 
fläche gehen. 

Durch eine oder mehrere Gleichungen zwischen Linien-Coor- 
dinaten werden immer nur solche geometrische Gebilde dar- 
gestellt, die in sich selbst reciproke sind. 

Wenn wir, in dem Falle der Strahlen-Coordinaten, von diesen zu 
Punct-Coordinaten übergehen, so führen wir in die vorstehenden Ent- 
wicklungen stillschweigend die dritte der drei linearen Gleichimgen (102) ein, 
und in der analytischen Darstellung verschwindet jede Spur der von Strahlen 
umhüllten Curve. 

Gehen wir in dem Falle der Axen-Coordinaten von diesen zuPlan- 
Coordinaten über, so führen wir stillschweigend die dritte der drei linearen 
Gleichungen (103) ein, imd in der analytischen Darstellung verschwindet jede 
Spur der von Axen gebildeten Kegelfläche. 

209. Wir haben bereits als characteristische Eigenschaften eines Com- 
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plexes des /^.Grades die folgenden beiden, in Beziehung auf einander reci- 
proken, aufgestellt (Nr. 19): 

In einem Complexe des w. Grades liegen in jeder den Raum durchziehen- 
den Ebene unendlich viele Linien desselben, welche eine Curve der w.Classe 
umhüllen. Durch jeden Punct des Raumes gehen imendüch viele Linien des- 
selben, welche eine Kegelfläche der «.Ordnung bilden. 

Hieran knüpft sich unmittelbar die doppelte Construction der Flachen 
eines Complexes der ».Ordnung. Wir können dieselben, nachdem wir irgend 
eine feste gerade Linie angenommen haben, einmal als durch diejenigen 
Complex - CuiTcn w.Classe, deren Ebenen durch die feste Linie gehen, ge- 
bildet, das andere Mal als durch diejenigen Complex- Kegel, deren Mittel- 
puncte auf der festen Linie liegen, umhüllt betrachten. 

Nachdem überhaupt die Existenz der Complexe des n . Grades festgestellt 
ist, können wir an jede der beiden obigen characteristischen Eigenschaften, 
die im Grunde nur eine einzige sind, die Definition solcher Complexe an- 
knüpfen, und diese Definition, wenn es überhaupt gestattet ist, das Imagi- 
näre in den Bereich der Geometrie hineinzuziehen, in gewöhnlicher Weise 
als eine geometrische bezeichnen. 

Die doppelte Bestimmung eines Complexes des ;«. Grades würde ihre 
Bedeutung verlieren imd wir würden vergeblich nach einem analytischen 
Ausdruck für den Complex suchen, wenn wir in der Definition die Worte 
Ordnung und Classe vertauschen wollten. 

Indem wir Complex -Flächen vermittelst des Complexes, dem sie an- 
gehören, bestimmen, knüpft sich diese Bestimmung an die Betrachtimg von 
geraden Linien und ihren Coordinaten. Die Flächen eines Complexes des 
W.Grades sind von gleicher Ordnung und Classe, die wir durch p bezeichnen 
wollen. Als Flächen der p . Ordnung betrachten wir sie als aus Puncten be- 
stehend , als von einer geraden Linie in p Puncten , von einer Ebene in einer 
Curve />. Ordnung geschnitten. Als Flächen der;;. Classe betrachten wir sie als 
von Ebenen umhüllt ; diu-ch eine gerade Linie gehen p Ebenen der Fläche und 
die Umhüllungskegel sind von der /? . Classe. Die Complex-Flächen haben eine 
vielfache Linie , in der ein vielfacher Strahl und eine vielfache Axe zusammen- 
fallen. Die Linie sei eine w fache. Dann schneiden sich nach ihr, wenn wir 
sie als Strahl l)etrachten , m Schalen der Fläche : die Fläche hat in jedem 
Puncte der ///fachen Linie ;/i Tangential -Ebenen. Die /»fache Linie ist der 
geometrische Ort von ///fachen Puncten der Fläche imd alle CiUTen, nach 
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welchen die Fläche von Ebenen geschnitten wird, haben auf dieser Linie 
einen »i fachen Punct. Die ^?^ fache Linie, als Axe betrachtet, ist ein von 
/«fachen Ebenen der Fläche umhüllter Ort. Jede durch die »? fache Linie 
gehende Ebene wird von der Fläche in m auf dieser Linie liegenden Puncten 
berührt. Jeder Punct einer solchen Ebene ist der Mittelpunct eines Um- 
hüllungskegels, der m Schalen hat, welche von der Ebene, die auch eine 
/»fache Ebene des Kegels ist, nach m durch die /«Berührüngspuncte auf der 
Fläche gehenden Kegelseiten berührt werden. 

210. Die Flächen eines Complexes des zweiten Grades haben eine Dop- 
p eil i nie. Sie werden von Ebenen in Curven der vierten Ordnung geschnit- 
ten und von Kegeln der vierten Classe umhüllt. Wenn die schneidende 
Ebene insbesondere eine Meridianebene ist und demnach durch die Doppel- 
linie geht, so zerfällt die Durchschnitts - Curve der vierten Ordnung in eine 
Curve der zweiten Ordnimg und zwei Strahlen, welche in die Doppellinie 
zusammenfallen. Betrachten wir die Curve als Von Axen umhüUt und be- 
dienen wir uns zu ihrer analytischen Darstellung der Linien - Coordinaten in 
ihrer Ebene , so reducirt sich die Classe derselben , indem jede Spur der bei- 
den zusammenfallenden Strahlen, die dem Complexe fremd sind, fortföllt, 
auf die zweite: die Curve in der Meridianebene wird eine Curve des Com- 
plexes. Wenn wir andererseits die Mittelpuncte der Umhüllungskegel ins- 
besondere auf der DoppeUinie des Complexes zweiten Grades annehmen, sa 
artet ein solcher Kegel, welcher im Allgemeinen von der viert.en Classe ist, 
in einen Kegel der zweiten Classe und zwei umhüllte Axen aus, die in der 
Doppellinie zusammenfallen. Von diesen beiden Axen verschwindet jede 
Spur, wenn wir uns den Kegel durch einen Strahl beschrieben denken. Dann 
tritt also der Umhüllungskegel als ein Kegel zweiter Ordnung, als ein Kegel 
des Complexes, auf. 

211. In dem allgemeinen Falle der Flächen eines Complexes des «.Gra- 
des lösen sich von ihren Durchschnitts - Curven , wenn die schneidende Ebene 
insbesondere durch die /«fache Linie der Flächen geht, m Strahlen ab, welche 
in dieser Linie zusammenfallen. Wenn wir von diesen m Strahlen absehen, 
reducirt sich die Ordmmg der Curve auf (/? — tri). Von der andern Seit« er- 
halten wir, da die Durchschnitts - Curven , deren Ebenen durch die »i fache 
Linie gehen, Complex - Curven und als solche die allgemeinen der w. Classe 
sind, für die Ordnung dieser Curven n{n — 1). Wir finden auf diese Weise: 

p = n(n — \)'\-m. ' ' (106) 

PlQcker, Geometrie. 26 
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"Wenn wir den Mittelpunct des Umhüllnngskegels insbesondere auf der m fachen 
Linie der Complex - Fläche annehmen, so sondern sich von diesem Kegel 
m Axen ab, die in der /?« fachen Linie zusanunenfallen , und wenn wir vom 
diesen m Axen absehen, sinkt die Classe des Umhüllungskegels von p auf 
(/; — m). Dann wird er ein Kegel des Complexes und ist als solcher der 
allgemeine der W.Ordnung und also von der w(/2 — 1). Classe. Wir gelangen 
auch auf diesem Wege zu der vorstehenden Gleichung, welche eine Relation 
enthält zwischen ;?, dem Grade des Complexes, dem die Fläche angehört,. 
/;, der Ordnung und Classe dieser Fläche, und w, der Zahl, welche angibt^ 
wie viele Strahlen einerseits und wie viele Axen andererseits in der vielfachen 
Linie der Fläche zusammenfeilen. 

212. Damit eine Complex -Fläche vollständig durch eine Complex - CurVe 
beschrieben werde, muss sich die Meridianebene, welche diese veränderliche 
Curve enthält, um die beliebig angenommene vielfache Linie durch 180 Grad 
drehen. Bei dieser Umdrehung geht die Complex - Curve in einer bestimmten 
Anzahl von Lagen der Meridianebene durch irgend einen gegebenen Punct 
der vielfachen Linie der Complex-Fläche. Diese Anzahl ist zugleich die An- 
zahl der Schalen der Fläche, welche auf der vielfachen Linie sich schneiden,, 
also gleich m. 

Jeder Punct der vielfachen Linie der Complex-Fläche ist der Mittelpunct 
eines Complex-Kegels der n . Ordnung, an welchen sich, weil er der allgemeine 
dieser Ordnung ist, durch die vielfache Linie n{n — 1) Meridianebenen legen 
lassen, welche die Kegelfläche berühren. Die n(ji — 1) Kegelseiten, nach 
welchen diese Berührung stattfindet, berühren zugleich, weil sie Linien des 
Complexes sind, die in derselben Meridianebene liegenden Meridiancurven 
im Mittelpuncte des Umhüllungskegels auf der vielfachen Linie. Die Zahl 
n{n — 1) bestimmt sonach die Anzahl der Meridiancurven, welche durch den 
auf der vielfachen Linie beliebig angenommenen Mittelpunct des Umhüllungs- 
kegels gehen, also die Anzahl der Schalen der Complex-Fläche, welche nach 
der vielfachen Linie sich schneiden. 

Die vielfache Linie ist eine n(n — l)fache. 

Jeder Punct der n{n — l)fachen Linie der Flärchen eines Com- 
plexes des W.Grades ist der Mittelpunct eines Complex-Kegels 
der /I.Ordnung, an den sich durch die n{n — l)fache Linie der 
Fläche n{n — l)Ebenen legen lassen. Die n{n — l)Seiten, nach 
welchen der Kegel durch diese Ebenen berührt wird, berühren 



— 203 — 

ihrerseits die «(« — l)Complex-Curven, welche im Mittelpuncte 
des Kegels sich schneiden in diesem Puncte. 

Neben den vorstehenden Satz stellt sich sogleich der folgende: 

Jede Meridianebene der Fläche eines Complexes des «.Gra- 
des enthält eine Complex-Curve, welche die n{n — l)fache Linie 
der Fläche in dieser Ebene in n{n — l)Puncten schneidet. Die 
Tangenten der Curve in diesen n{n — l)Puncten sind Seiten von 
n{n — l)Complex-Kegeln, die diese Puncte zu Mittelpuncten haben 
und die Meridianebene nach diesen Seiten berühren. 

Wir können die beiden vorstehenden Sätze, die als die Aussage correla- 
tiver Eigenschaften eines Complexes gegenseitig aus einander folgen, auch 
unmittelbar an die obige Definition der Complexe des «.Grades anschliessen 
und erhalten dann den folgenden Satz: 

Die Anzahl der geraden Linien (Strahlen und Axen), welche 
die vielfache Linie einer Complex-Fläche bilden, ist gleich der 
Ordnung der die Fläche erzeugenden Complex-Curven und der 
€lasse der dieselben umhüllenden Complex-Kegel. 

Wir haben 

m = n{n — l), (107) 

mithin 

p = 2n{n—l) = 2m. (108) 

Die Flächen eines Complexes der «.Ordnung sind vonder2«(« — 1). 
Ordnung und Classe und haben eine n{n — l)fache Linie. 

213. An die Stelle der vorstehenden geometrischen Betrachtungen kön- 
nen wir eben so einfache analytische setzen. Wir wollen hierbei von den 
Flächen der Complexe des zweiten Grades ausgehen. Die Projectionen der 
einzelnen Meridian-Curven solcher Complex-Flächen auf XZ haben wir durch 
die folgende Gleichung dargestellt (Nr. 169.): 

(/"tang« 9? — 2yirtang (p + E)w^ 
+ 2 (Ä tang2 (p — O tang <p—U)tw 
+ {B tang2 ^ ^ 2<? tang 9? + C)/« 
— 2{0taug(p — P)vw — 2{Jtang(p + ff)(v + Av^ = 0, (14) 

und dabei die Voraussetzimg gemacht, dass alle Meridianebenen durch die 
Coordinaten - Axe OX gehen, und dass OZ auf OX senkrecht steht. Irgend 
ein beliebiger Punct dieser Axe ist zimi Anfangspunct der Coordinaten ge- 
nommen worden. Die Ebene der jedesmaligen Meridian -Curve wird durch 

26* 
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den Winkel 9? bestimmt, den dieselbe mit einer festen Meridianebene bildet. 
Wenn wir unter diesen Voraussetzungen in der vorstehenden Gleichung m 
gleich Null setzen imd dm'ch / dividiren, erhalten wir zur Bestimmung der 
Richtung der Projectionen der beiden durch den Anfangspunct an die jedes- 
malige dm'ch 9 bestimmte Meridian -Curve gelegten Tangenten die folgende 
Gleichung: 

j(yy — 2(/tang9) + ^(y) + (Ä tang^?) — 2<?tang9) + = 0. (109) 

Wenn die Meridian - Curve durch den Anfangspunct der Coordinaten geht , so 
fallen die beiden durch diesen Punct gehenden Tangenten zusanunen, was 
analytisch dadurch ausgedrückt wird , dass die vorstehende in Beziehung auf 

(7) quadratische Gleichung gleiche Wurzeln hat. Dieses fordert 

J(Ätang2 9) + 2Gtang<p + C) — (-^tang^j + ZO' = 0. (110) 

Diese Bedingungs - Gleichung ist, in Beziehung auf tang 9, vom zweiteu 
Grade : es gehen also zwei der unendlich vielen Meridian-Curven der Complex- 
Fläche durch jeden willkürlich auf der Coordinaten -Axe OX angenommenen 
Punct: es ist diese Axe eine Doppellinie der Complex- Fläche. 

Die letzte Gleichung wird, wenn wir in derselben 

— = — tang 1^ 
setzen: 

y<tang2'0+^tang2 9)+C+26^tang9)+2/rtang'0+2/tang9)tang'0 = 0. (111) 
Diese Gleichung ist als die Gleichung einer Kegelfläche anzusehen. V' bedeutet 

denjenigen Winkel, den eine Seite desselben mit der Ebene YZ^ (^ — ip\ 

den Winkel, den sie mit OX bildet. Sie gibt, nachdem durch eine beliebige 
Annahme von 9? die Ebene bestimmt ist, in welcher zwei Seiten des Kegels 
liegen , zwei Werthe von i^ , durch welche, in dieser Ebene, die Richtung der 
beiden Seiten gegeben ist. Zugleich aber ist 9? der Winkel, den die Pro- 
jection dieser Kegelseite auf YZ^ und '^ der Winkel, den die Projection der- 
selben auf XZ mit der Coordinaten- Axe OZ bildet; demnach kommt: 

tang rß = r, tang (p = s, 

imd die Gleichimg der Kegelfläche geht in die folgende über: 

Ar^ + Bs^ + C-+ 2Gs + 2ffr + 2Jrs = 0. (112) 

Dieselbe Gleichung erhalten wir, wenn wir in der allgemeinen Complex- 
Gleichung (1) die Linien -Coordinaten q, und, in Folge davon, tj gleich Null 



— 205 — 

setzen. Sie stellt denjenigen C!omplex- Kegel dar, der den Anfaqgspunct zu 
seinem Mittelpuncte hat. 

214. Durch die Verallgemeinerung dieser Betrachtungen erhalten wir 
für Complexe eines beliebigen ;«. Grades die Bestimmung der Ebenen der 
n{n — 1) Meridian- Curven «.Classe, welche im Anfangspuncte , einem beliebi- 
gen Puncte ihyer n{n — 1) fachen Linie, sich schneiden, und der Tangenten 
dieser Curven in diesem Puncte. Die Gleichung des Complex- Kegels, dessen 
Mittelpunct in den Anfangspunct fällt , ergibt sich immittelbar , wenn wir in 
der allgemeinen Gleichung des Complexes w. Grades, wie oben, q, a und rj 
gleich Null setzen. Die resultirende Gleichung des /«. Grades in r und s sei 

fp{r,s) = S„-= 0; 
sie gibt, wenn wir differentiiren : 

dr 
Durch Elimination von r aus den beiden vorstehenden Gleichungen erhalten 
wir zur Bestimmung der Ebenen der n{n — 1) im Anfangspimcte sich schnei- 
denden Meridian - Curven der Complex -Fläche n{n — 1) Werthe von s und 
demnach durch die entsprechenden /«(/i — 1) gleichen Wurzel werthe r der vor- 
letzten Gleichung die Richtung der Tangenten der Meridian -Curven im 
Anfangspunct«. 

215. Wir haben im 6. Paragraphen dieses Abschnittes auf analytischem 
Wege nachgewiesen, dass die Flächen eines Complexes des zweiten Grades 
acht Doppelpuncte haben, welche paarweise auf den vier singulären 
Strahlen liegen, und acht Doppelebenen, welche paarweise nach den 
vier singulären Axen sich schneiden. Wie die vier singulären Strahlen 
die Doppellinie schneiden, liegen die vier singulären Axen mit der Doppel- 
linie in derselben Ebene und schneiden sie also ebenfalls. Wir wollen 
die Ebenen, welche durch die Doppellinie und die vier singulären Strah- 
len sich legen lassen, die vier singulären Ebenen dejc Complex- 
Fläche nennen, jene durch Si, S2, S^, S\, diese durch E^, E^, E^^ E^ be- 
zeichnen. Wir wollen in entsprechender Weise die Dmxhschnittspuncte der 
vier singulären Axen mit der Doppellinie die vier singulären Puncte 
der Complex-Fläche nennen, imd jene durch A^y A2, A^, A^, diese durch 
/\, P2, Ps, P4, bezeichnen. 

Jeder Strahl, welcher der Doppellinie als einem Doppelstrahle der Com- 
plex-Fläche begegnet, schneidet die Fläche, weil diese von der vierten Ord- 



— 206 — 

nung ist, ausserdem nur noch in zwei Puncten. Jeder der vier singuläxen 
Strahlen enthält, ausser dem Puncte, in welchem er die Doppellinie schnei- 
det, auch noch ein Paar von Doppelpuncten , also sechs paarweise zusam- 
menfallende Puncte der Complex - Fläche : er liegt seiner ganzen Er- 
streckung nach auf dieser Fläche. 

Wenn wir durch die Doppellinie, als Doppelstrahl der Complex -Fläche, 
eine Ebene legen, die wir als Meridian -Ebene bezeichnet haben, so wird die 
Fläche, weil sie von der vierten Ordnung ist, von dieser Ebene, ausser in 
den beiden in der Doppellinie zusammenfallenden Strahlen, noch in einer 
Curve der zweiten Ordnung geschnitten. Die durch einen singulären Strahl 
gehende Meridianebene ist eine Tangential -Ebene der Fläche, weil die Curve 
zweiter Ordnung in ihr in zwei Strahlen ausartet , welche in dem singulären 
Strahle zusammenfallen. Die durch die vier singulären Strahlen 
gehenden Meridianebenen werden von der Fläche nach diesen 
Strahlen berührt. Die vollständige Dm-chschnitts - Curve vierter Oi'dnung 
artet in diesem Falle in vier Strahlen aus, welche, paarweise, in dem Doppel- 
strahle und dem singulären Strahle zusammenfallen. Betrachten wir dagegen 
die Meridian -Curv^e der vierten Ordnung als eine von Axen umhüllte Com- 
plex -Curve zweiter Classe, wobei die beiden in der Doppellinie zusammen- 
falleijden Strahlen ganz ausser Acht bleiben , so artet diese in dem vorliegen- 
den Falle in das System der beiden Puncte aus, mit welchen die auf 
dem jedesmaligen Strahle liegenden Doppelpimcte zusammenfallen. Tangential- 
Ebene der Fläche in jedem Puncte eines singulären Strahles ist die singulare 
Ebene, welche durch diesen Strahl und die Doppellinie geht. 

216. Durch jede Axe, welche mit der Doppellinie (Doppelaxe) der Com- 
plex -Fläche in einer Ebene liegt, lassen sich, da die Fläche von der vierten 
Classe ist, ausser der durch die Doppellinie gehenden Doppelebene nur noch 
zwei Ebenen an die Fläche legen. Jede der vier singulären Axen ent- 
hält, ausser der Ebene, welche durch die Doppellinie geht, auch noch 
ein Paar von Doppelebenen: also sechs paarweise zusammenfallende Ebenen 
der Complex-Fläche. In Folge davon ist jede durch dieselbe gelegte 
Ebene eine Ebene der Complex-Fläche. 

Der Umhüllungskegel einer Complex-Fläche der vierten Classe, welcher 
einen Punct der Doppellinie zum Mittelpuncte hat, löst sich in zwei in die 
Doppellinie zusammenfallende Axen imd einen K^el der zweiten Classe auf. 
Die singulären Puncte, P, in welchen die singulären Axen, J, die Doppel- 
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linie schneiden, sind die Mittelpuncte von Kegeln zweiter Classe, welche in 
zwei Axen ausarten, die in den singulären Axen zusammenfallen imd die 
Fläche in den singulären Puncten berühren. Der vollständige Umhüllungs- 
kegel artet in diesem Falle in vier Axen aus, welche paarweise in der 
Doppellinie und der bezüglichen singulären Axe zusammenfallen. Betrachten 
wir hingegen den Umhüllungskegel als einen von Strahlen beschriebenen 
Kegel zweiter Ordnung, so artet derselbe in das System der beiden Ebenen 
aus, welche mit den beiden durch die jedesmaUge singulare Axe gehenden 
Doppelebenen zusammenfallen. Berührungspunct auf allen Ebenen der Fläche, 
welche durch eine singulare Axe gehen, ist der singulare Punct, in welchem 
diese Axe die Doppellinie schneidet. 

217. Eine beliebige Ebene schneidet die Complex - Fläche in einer Curve 
vierter Ordnung , die in ihrem Durchschnitte mit der Doppellinie einen Doppel- 
punct hat. In diesem Doppelpuncte schneiden sich entweder zwei reelle 
oder zwei imaginäre Zweige der Curve; in diesem letzteren Falle ist der 
Doppelpunct ein isolirter Punct der Curve. Beim Uebergange zwischen die- 
sen beiden Fällen wird er ein Cuspidalpunct. Diesem Uebergange entspricht, 
dass die Ebene der Curve durch einen der vier singulären Puncte /\, P^, Ps, P4, 
geht, in welchen die Doppellinie der Complex - Fläche von den vier singu- 
lären Axen Ai, A^, A^, A^ geschnitten wird. Durch diese vier Pimcte wird 
die Doppellinie in vier Segmente PJ\, P^P^, P^Pa, P4.P1 getheilt, wobei wir 
die beiden äusseren, im Unendlichen zusammenstossenden Segmente als ein 
einziges rechnen. Es liegt die Doppellinie ganz in der Complex -Fläche, aber 
in der Weise, dass in zwei nicht an einander stossenden Segmenten zwei 
reelle Schalen der Fläche sich schneiden , während die beiden übrigen , eben- 
falls nicht an einander stossenden Segmente die reellen Durchschnitte zweier 
imaginären Schalen der Fläche sind. Die beiden Tangenten der Curve in 
ihrem Doppelpuncte sind zugleich mit den beiden Tangential - Ebenen der 
Complex - Fläche in diesem Puncte reell oder imaginär. Sie liegen in diesen 
beiden Tangential -Ebenen und drehen sich, in diesen beiden Ebenen , um den 
gemeinschaftlichen Doppelpunct, wenn die Ebene der Curve beliebig um die- 
sen Punct gedreht wird. Wenn die schneidende Ebene durch einen der vier 
singulären Puncte geht, so ist dieser Punct im Allgemeinen ein Cuspidal- 
punct der Durchschnitts -Curve. Die beiden Tangential -Ebenen der Fläche 
in einem solchen Puncte fallen in derjenigen Ebene zusammen, welche durch 
die Doppellinie und die bezügliche singulare Axe geht. In dieser Ebene liegen 
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die Tangenten aller Durchschnitts - Curven in ihrem gemeinschaftlichen, mit 
dem singularen Puncte zusammenfallenden Cuspidalpuncte , welche Richtung 
die schneidende Ebene auch haben mag. Wir können die Complex- Fläche 
durch eine veränderliche Curve vierter Ordnung mit einem Cuspidalpimct, 
welche wir mn die Tangente in diesem Puncte sich drehen lassen, beschrei- 
ben. Diese Tangente kaon in der Tangential -Ebene der Fläche alle mög- 
lichen Richtungen haben; wenn sie insbesondere mit der singularen Axe 
zusammenfilUt , hat die Durchschnitts - Curve , wie auch ihre Ebene um diese 
Axe sich drehen mag, in allen Lagen derselben zwei Zweige, welche sich 
auf der singularen Axe in dem singularen Puncte berühren. Wenn die um 
die singulare Axe sich drehende Ebene insbesondere mit einer derjenigen 
beiden Ebenen zusammenfällt, in welche der umhüllende Complex- Kegel, 
wenn sein Mittelpunct in. den singularen Punct fällt, ausartet, so löst sich 
die in ihr liegende Curve der vierten Ordnimg in zwei Curven der zweiten 
Ordnung auf, welche in diejenigen Curven zweiter Ordnung zusammenfallen, 
nach deren ganzer Erstreckung die Fläche von der Ebene berührt wird. 
Diese Curve berührt die singulare Axe in dem singularen Puncte. Wenn 
endlich die um die singulare Axe sich drehende Ebene zugleich durch die 
Doppellinie geht, löst sich die Durchschnitts - Curve vierter Ordnung in eine 
Curve zweiter Ordnung imd zwei in der Doppellinie zusammenfallende gerade 
Linien auf, die eine zweite Curve zweiter Ordmmg vertreten, welche die 
ei'ste im singularen Puncte berührt. 

218. Jeder Punct des Raumes ist der Mittelpunct eines Kegels der vier- 
ten Classe , welcher die Complex-Fläche umhüllt und diejenige Meridian-Ebene, 
welche durch den Punct geht, zur Doppelebene hat. Diese Doppelebene wird 
entweder von zwei reellen Schalen der Kegelfläche nach zwei reellen Seiten 
derselben berührt, oder diese beiden Schalen sind imaginär und mit ihnen 
die beiden Seiten des Kegels. Li diesem letztem Falle ist der Doppelcontact 
ein imaginärer: die Doppelebene ist eine isolirte. Die beiden Seiten, nach 
welchen der Umhüllungskegel die Doppelebene berührt , schneiden die Doppel- 
liniiB der Complex-Fläche in zwei Puncten: in diesen beiden Puncten wird 
diese Fläche von der Doppelebene berührt. Zu den Meridian-Ebenen gehören 
die vier singularen Ebenen E^, E^^ E^y E^, welche die vier singularen Strah- 
len S^, S^, aSj, Sj^ der Complex-Fläche enthalten. Sie theilen den unendlichen 
Raum in vier Raumsegmente E^E^, E^E^, E^E^, E^E^y deren jedes durch 
zwei auf einander folgende singulare Ebenen begrenzt wird und aus zwei 
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Theilen besteht, welche im Unendlichen zusammenstossen. Wenn der Mittel- 
pnnct des Umhüllungskegels von einem der vier Raimisegmente durch eine 
singulare Ebene hindurch in das anliegende ßaumsegment hinübertritt, wird 
der fragliche Kegel, bei einer der beiden Lagen seines Mittelpunctes , nach 
zweien seiner Seiten berührt, während bei der andern Lage seines Mittel- 
punctes die durch diesen gehende Meridian - Ebene eine isolirte Doppelebene 
ist. Li dem Uebergangsfalle , wo der Mittelpunct des Umhüllungskegels in 
die singulare Ebene selbst fällt, osculirt diese Ebene den Umhüllungskegel: 
sie ist eine Inflexionsebene desselben, welche ihn zugleich berührt und schnei- 
det. Wenn der Mittelpunct des Umhüllungskegels in derselben Meridian-Ebene 
seine Lage ändert, so drehen sich in dieser Ebene die beiden Seiten, nach 
welchen der Kegel von dieser Ebene berührt wird , um zwei feste Puncte der 
Doppellinie , in welchen die Cbmplex - Fläche von der Meridian - Ebene berührt 
wird. Wenn die Meridian-Ebene um die Doppellinie sich dreht, ändern die 
beiden Berührimgspuncte auf dieser Linie ihre Lage. Sie fallen insbesondere, 
wenn der Mittelpimct des Umhüllungskegels in einer der vier singulären 
Ebenen angenommen wird, in demjenigen Puncte zusammen, in welchem der 
bezügliche singulare Strahl in die Doppellinie einschneidet. Wir können eine 
Complex-Fläche durch einen veränderlichen Kegel vierter Ordnung- umhüllen, 
der eine gegebene Ebene zur Inflexionsebene hat und dessen Mittelpunct auf 
einer geraden Linie in dieser Ebene fortrückt. Die gegebene Ebene wird 
dann die singulare Ebene der Complex-Fläche und die gegebene Linie in ihr 
schneidet die Doppellinie in demselben Puncto, in welchem sie von dem be- 
züglichen Strahle geschnitten wird. Wenn insbesondere noch der Mittelpunct 
des Umhüllungskegels in der singulären Ebene auf dem singulären Strahle 
liegt und auf demselben fortrückt, so hat der fragliche Kegel in allen Lagen 
seines Mittelpunctes zwei Schalen, welche die singulare Ebene nach dem 
singulären Strahle berühren. Nur dann, wenn der Mittelpunct auf diesem 
Strahle, der durch zwei der acht Doppelpuncte geht, in einem dieser beiden 
Doppelpuncte angenommen wird , löst sich der Umhüllungskegel vierter Classe 
in zwei Kegel zweiter Classe auf, welche in dem Berührungskegel des Doppel- 
punctes zusammenfallen. Dieser Kegel hat den singulären Strahl zu einer 
seiner Seiten, und wird nach demselben von der bezüglichen singulären 
Ebene berührt. 

219. Jeder Punct des Raumes ist der Mittelpunct eines Umhüllungs- 
kegels der Complex-Fläche, welcher acht Doppelseiten hat, die durch die 

P 1 ü c k c r , Geometrie. 27 
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acht Doppelpuncte der Fläche gehen. Alle Curven, nach welchen die Flache 
von umschriebenen Kegeln berührt wird, haben die acht Doppelpuncte der 
Flache auch zu ihren Doppelpuncten. Diese Relation besteht auch dann, 
wenn der Mittelpunct des Kegels in die Doppellinie der Flache fällt. Dann 
aber sondern sich von der Kegelflache, die als Kegelflache vierter Classe mit 
einer durch die Doppellinie gehenden Doppelebene im Allgemeinen von der 
zehnten Ordnung ist, vier Paare von Ebenen, welche mit den vier singularen 
Ebenen der Flache zusammenfallen, ab, wonach nur noch ein Kegel der 
zweiten Ordnung übrig bleibt. Die Berührungs-Curve dieses Kegels geht 
durch die acht Doppelpuncte der Flache und wird von jeder der vier singu- 
laren Ebenen in zwei dieser Puncte geschnitten. 

Wenn wir , in Uebereinstimmung mit dem Vorstehenden , die Flache von 
einem Puncte aus, der auf ihrer DoppeUinie liegt und auf dieser beliebig 
bis ins Unendliche fortrücken kann, auf eine beliebige Ebene projiciren (wir 
können zur Veranschaulichung den Schattenriss der Flache nehmen, die wir 
von einem Puncte ihrer Doppellinie aus beleuchten), so erhalten wir einen 
Kegelschnitt, der mit der Lagen- Aenderung des Punctes auf der Doppellinie 
fortwährend sich ändert, und zugleich vier gerade Linien, die ihre Lage be- 
halten. Diese sind die Projectionen der vier singularen Strahlen, oder auch, 
was dasselbe heisst , die Durchschnittslinien der Bildebene mit den vier singu- 
laren Ebenen der Flache. Sie gehen sammtlich durch denjenigen Punct, in 
welchem die Doppellinie der Flache die Bildebene triflFfc, und schneiden den 
Kegelschnitt in den Projectionen der acht Doppelpuncte. VSTenn der Mittel- 
punct des umschriebenen Kegels aus der Doppellinie herausrückt, formt sich 
das System des Kegelschnitts und der vier geraden Linien in eine Curve mit 
acht Doppelpuncten um. 

Wenn insbesondere der Mittelpunct des umschriebenen Kegels zweiter 
Ordnung in einen der vier singularen Pimcte der Complex-Flache fällt und 
in Folge davon in ein System von zwei Ebenen sich auflöst, so zerfällt die 
raumliche Berührungs-Curve vierter Ordmmg in zwei ebene Curven zweiter 
Ordnung. Auf diese beiden Curven vertheilen sich dann die acht Doppel- 
puncte der Flache. 

220. Jede Ebene schneidet die Complex-Flache in einer Curve, welche 
von der vierten Ordnung imd zugleich , weil sie auf der Doppellinie der Flache 
einen Doppelpunct hat, von der zehnten Classe ist. Die Tangential -Ebenen 
der Flache in Puncten der Durchschnitts-Curve bestimmen eine Abwicklungs- 
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fläche. Alle solche Abwicklungsflächen haben die acht Doppelebenen der 
Complex-Fläche auch zu den ihrigen. Die Durchschnitts-Curve wird von allen 
Axen umhüllt, nach welchen ihre Ebene von den Umhüllungsebenen der Ab- 
wicklungsfläche geschnitten wird; die Durchschnittslinien mit den acht Doppel- 
ebenen sind Doppelaxen der Durchsclmitts-Curve. Diese Relationen bestehen 
auch dann noch fort, wenn die schneidende Ebene durch die Doppellinie der 
Complex-Fläche geht. Dann sondern sich von der Durchschnitts-Curve in ihr 
acht Puncte ab, welche paarweise in den vier auf der Doppellinie liegen- 
den singulären Puncten zusammenfallen , und es bleibt nur noch eine Curve 
zweiter Classe , die zugleich der Complex-Fläche und dem Complexe angehört, 
übrig. Diese Curve wird von den acht Durchschnitten mit den acht Doppel- 
ebenen, welche paarweise in den vier singulären Puncten auf der Doppellinie 
sich schneiden, umhüllt. Wenn die schneidende Ebene insbesondere mit einer 
der vier singulären Ebenen der Fläche zusammenfällt, so löst sich die Curve 
zweiter Classe in zwei Puncte, welche mit zwei Doppelpuncten der Complex- 
Fläche zusammenfallen, die Abwicklungsfläche vierter Classe in die beiden 
Berührungskegel zweiter Classe in diesen beiden Puncten auf. Dann geht jede 
von zwei zusammengehörigen Doppelebenen durch einen der beiden Doppelpimcte. 
221. Durch die beschränkende Bedingung, dass keine Doppelebene zwei 
solche Doppelpuncte enthalten kann, welche auf demselben singulären Strahle 
liegen, und ebenso, dass durch keinen Doppelpunct zwei solche Doppelebenen 
gehen können, welche nach derselben singulären Axe sich schneiden, ist un- 
mittelbar einerseits die Vertheilung der acht Doppelpuncte zu vier und vier 
auf je zwei nach derselben singulären Axe sich schneidenden Doppelebenen 
gegeben, so wie andererseits die Vertheilung der acht Doppelebenen zu vier 
und vier, welche durch je zwei Doppelpuncte gehen, die auf demselben singu- 
lären Strahle liegen. 

Wir wollen die vier singulären Strahlen durch die Symbole 

(1, 2), (3, 4), (5, 6), (7, 8) 
und die Doppelpuncte auf ihnen durch 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 
bezeichnen. Wir erhalten die folgenden acht Gruppen von Puncten: 

(1, 3, 5, 7), (2, 4, 6, 8), 

(1, 3, 6, 8), (2, 4, 5, 7), 

(1, 5, 4, 8), (2, 6, 3, 7), ^ ^ 

(1, 7, 4, 6), (2, 8, 3, 5). 

27* 
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In keiner der Gruppen kommen zwei Doppelpunete vor, die auf demselben 
Strahle liegen. Je zwei neben einander gestellte Gruppen enthalten sänmit- 
liehe acht Doppelpunete. Die vier Doppelpunete einer der beiden Gruppen 
liegen auf einer, die vier der andern auf der andern zweier Doppelebenen, 
welche auf einer singulären Axe sich schneiden. In derselben Aufeinander- 
folge wollen wir, zur Bezeichnung der acht Doppelebenen, statt der vor- 
stehenden die folgenden einfachem nehmen: 



ni, 


n, 

IV, 


V, 


VI, 


k'U, 


vm. 



Dann sind 

(I, n), (m, IV), (V, VI), (vn, vm) 

die Symbole für die vier singulären Axen, auf welchen die acht Doppelebenen 
I und n, in und IV, V und VI, VII und Vm sich schneiden. Aus dem 
Schema (113) erhalten wir unmittelbar für die Vertheilung der acht Doppel- 
ebenen in Gruppen von vier solcher Ebenen, die durch denselben Doppel- 
punct gehen, das folgende Schema: 



(I, m, V, vn), (u, IV, vi, vni), 

(I, in, VI, vm), ai, iv, V, vii), 

(I, V, IV, vni), (n, VI, m, vn), 

(I, vn, IV, VI), (H, vm, m, v). 



(114) 



Die vier Doppelebenen der vorstehenden acht Gruppen schneiden sich bezüg- 
lich in den acht Doppelpuncten , die wir früher durch die Symbole 

1, 2, 

3, 4, 

5, 6, 

7, 8 

bezeichnet haben. Diese acht Doppelpunete liegen paarweise auf den vier 
singulären Strahlen der Complex - Fläche , deren Symbole (1,2), (3, 4), (5,6), 
(7, 8) sind. 

Wenn also die acht Doppelpunete der Fläche gegeben sind, so erhalten 
wir unmittelbar die acht Doppelebenen derselben und, umgekehrt, wenn 
diese gegeben sind, jene. Es liegt in den acht Puncten und acht Ebenen 
ein merkwürdiges , in sich selbst polar - reciprokes , geometrisches Gebilde vor. 

222. Wenn wir durch die Doppellinie einer Complex-Fläche eine beliebige 
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Ebene legen und auf derselben einen Punct beliebig annehmen, so liegt in 
der Ebene eine Complex-Curve zweiter Classe und der Punct ist der Mittel- 
punct eines Complex - Kegels zweiter Ordnung. Zwei Seiten des Kegels sind 
zwei Tangenten der Curve. Die Polarebene der Doppellinie in Beziehung auf 
den Kegel geht durch den Pol derselben Doppellinie in Beziehung auf die 
CuiTe. Diese Beziehung besteht fort, wie auch die Ebene der Curve um die 
Doppellinie sich drehen, wie auch der Mittelpunct des Kegels auf dieser 
Doppellinie seine Lage ändern mag. Daraus folgt auf geometrischem Wege 
unmittelbar, was wir früher schon analytisch bewiesen haben, dass die Pole 
der Doppellinie einer Complex - Fläche in Beziehung auf alle Meridian-Curven 
derselben in gerader Linie liegen, und dass sich, nach derselben geraden 
Linie, die Polarebenen der Doppellinie in Beziehung auf alle umschriebenen 
Complex - Kegel schneiden. Wir haben diese Linie die Polare der Com- 
plex-Fläche genannt. Zur Bestimmung derselben brauchen wir bloss die 
beiden Pole der Doppellinie in Beziehung auf irgend zwei Meridian-Curven 
der Fläche zu construiren, oder die beiden Polarebenen der Doppellinie in 
Beziehung auf irgend zwei der Fläche umschriebene Complex -Kegel. 

Nehmen wir einerseits statt der Meridian-Curven diejenigen beiden auf 
einem singulären Strahle liegenden Puncte, in welche die Curven ausarten, 
wenn ihre Ebene insbesondere mit einer der vier singulären Ebenen der 
Complex - Fläche zusammenfällt, und andererseits, statt der umschriebenen 
Complex - Kegel , diejenigen beiden nach einer singulären Axe sich schneiden- 
den Ebenen, in welche die Kegel ausarten, wenn ihr Mittelpunct in einen 
der vier singulären Puncte der Complex - Fläche fällt, so ergeben sich un- 
mittelbar die folgenden Sätze. 

Die Polare einer Complex-Fläche schneidet, wie die Doppel- 
linie derselben, die vier singulären Strahlen und die vier singu- 
lären Axen derselben. Jeder singulare Strahl wird in den bei- 
den Doppelpuncten der Fläche, welche er verbindet, und in den 
beiden Durchschnitten mit Doppellinie und Polaren harmonisch 
getheilt. Die beiden Doppelebenen, welche nach jeder singu- 
lären Axe sich schneiden, und die beiden Ebenen, welche durch 
diese Axe und durch Doppellinie und Polare gehen, bilden ein 
System von vier harmonischen Ebenen. 

223. Die sämmtlichen Singularitäten einer Complex-Fläche sind in linearer 
Weise bestimmt, wenn wir die Doppellinie, die Polare und drei Doppel- 
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puncte 1, 3, 5 oder, statt derselben, drei Doppelebenen I, IQ, V der Fläche 
kennen. Vorausgesetzt wird hierbei bloss, dass nicht zwei Doppelpuncte auf 
demselben singulären Strahle liegen, nicht zwei Doppelebenen nach derselben 
singulären Axe sich schneiden. 

Durch die drei gegebenen Puncte können wir drei gerade Linien legen, 
welche die Doppellinie und die Polare schneiden. Diese drei geraden Linien, 
drei singulare Strahlen der Fläche , gehen durch die drei zugehörigen Doppel- 
puncte 2 , 4 , 6 , die wir nach der vorigen Nummer immittelbar erhalten. Es 
bleiben hiemach nur noch zwei der acht Doppelpuncte, deren Symbole wir 
zur Unterscheidung einklammem wollen, unbekannt. Die bekannten sechs 
Doppelpuncte genügen zur Bestimmung der sämmtlichen acht Doppelebenen 
(Nr. 221.): 

(1, 3, 5, (7)) r I, (2, 4, 6, (8)) ^ H, 

(1, 3, 6, (8)) ^ m, (2, 4, 5, (7)) = IV, 

(1, 5, 4, (8)) ^ V, (2, 6, 3, (7)) =- VI, 

(1, 4, 6, (7)) ^Vn, (2, 3, ö, (8)) 3Vm, 

die sich paarweise auf den vier singulären Axen schneiden. In jeder der 
acht Doppelebenen erhalten wir unmittelbar und in linearer Weise die Be- 
rühr ungs-Curve, welche durch drei bekannte Doppelpuncte geht und über- 
diess die bezügliche singulare Axe in ihrem Durchschnitte mit der Doppellinie 
berührt. Vier der acht Doppelebenen I, IV, VI, VII schneiden sich in einem 
der beiden bisher noch unbekannten Doppelpuncte, in (7), die übrigen vier 
n, m, V, Vin in dem andern (8). Somit ist auch der vierte singulare 
Strahl bestimmt. 

Wenn wir von den di'ei Doppelebenen I, III, V als gegeben ausgehen, 
so sind diejenigen drei geraden Linien, welche die Puncte verbinden, in 
welchen diese drei Ebenen die Doppellinie und die Polare schneiden, drei 
singulare Axen der Fläche, und wir erhalten, nach der vorigen Nummer, 
sogleich die drei neuen Doppelebenen 11, IV, VI, welche die drei g^ebenen 
nach diesen drei singulären Axen schneiden. Die drei Paare von Doppel- 
ebenen genügen, nach der 221. Nummer, zur Bestimmung der acht Doppel- 
puncte und der acht Berühnmgskegel in den acht Doppelpuncten. Die bei- 
den noch unbekannten Doppelebenen VQ und VIII sind dadurch bestimmt, 
dass sie die acht Doppelpuncte zu vier und vier enthalten; ihr Durchschnitt 
ist die vierte singulare Axe. 

Das bereits am Ende der 221. Nunmier bezeichnete merkwürdige geome- 
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irische Gebilde lässt sich hiemach vermittelst der Doppellinie und der Polare 
der Fläche — beide Linien stehen zu demselben in vollkommen gleicher Be- 
ziehung — und dreier Puncte oder Ebenen desselben construiren. Dieses 
Gebilde hängt hiemach von 

2.4 + 3.3 = 17 
Constanten ab. Von eben so vielen Constanten aber hängt die allgemeine 
Complex - Fläche selbst ab. Diese Fläche ist bestimmt, wenn das von ihr 
abhängige geometrische Gebilde es ist. 

224. An das Vorstehende knüpfen sich bemerkenswerthe lineare Con- 
structionen der allgemeinen Complex -Fläche, wenn die Doppellinie, die Po- 
lare imd entweder drei Doppelpuncte .oder drei Doppelebenen derselben ge- 
geben sind. 

Bestimmung der Complex - Curve in einer beliebigen Meridian - Ebene. 
Erste Construction. Man construire die acht Doppelebenen. Eine Meri- 
dian-Ebene schneidet diese acht Doppelebenen nach acht geraden Linien, 
welche von der Complex -Curve in derselben berührt werden. Fünf dieser 
geraden Linien sind zur linearen Bestimmung der Curve hinreichend. 
Zweite Construction. Man construire in den acht Doppelebenen die acht 
Berührungs - Curven. Eine Meridian -Ebene schneidet die acht Berührungs- 
Curven, abgesehen von den acht paarweise in den vier singulären Puncten 
zusammenfallenden Puncten, ausserdem noch in acht Puncten. Diese acht 
Puncte liegen auf der Complex -Curve in der Meridian -Ebene. Fünf der- 
selben reichen zur linearen Bestimmung der Curve hin. Nach der ersten 
Construction erhalten wir in jeder Meridian-Ebene die acht Tangenten, welche 
von den vier singulären Puncten aus an die Curve sich legen lassen, nach 
der zweiten Construction die Berührungspuncte auf diesen Tangenten. . 

Bestimmung des Complex -Kegels, dessen Mittelpunct beliebig auf der 
Doppellinie angenommen wird. Erste Construction. Man construire die 
acht Doppelpimcte der Fläche. Diejenigen acht geraden Linien, welche den 
angenommenen Mittelpunct mit diesen acht Doppelpuncten verbinden, sind 
acht Seiten des Complex - Kegels , y^elcher durch fünf dieser Seiten auf lineare 
Weise bestimmt ist. Zweite Construction. Man construire in den acht 
Doppelpuncten die acht Berührungs - Kegel. Von dem auf der Doppellinie 
beliebig angenommenen Mittelpuncte aus lassen sich an jeden der acht Be- 
rührungs-Kegel zwei Tangential-Ebenen legen. Von den sechszehn Tangential- 
Ebenen fallen viermal zwei in den vier singulären Ebenen zusammen. Die 
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übrigen acht nicht durch die Doppellinie gehenden Tangential - Ebenen der 

acht Berührungs - Kegel werden von dem Complex- Kegel berührt, der durch 

« 

fünf dieser Ebenen in linearer Weise bestimmt ist. In der ersten Con- 
struction wird der Complex - Kegel durch acht seiner Seiten , die paarweise in 
den vier singulären Ebenen liegen, in der zweiten Construction durch die 
Ebenen, welche denselben nach diesen Seiten berühren, bestimmt. 

Um hiernach die Fläche selbst zu beschreiben, brauchen wir bloss die 
für jede beliebige Lage der Meridian - Ebene bestimmte Curve zweiter Classe 
imd Ordnung um die Doppellinie sich drehen zu lassen. Um dieselbe Fläche 
durch einen Complex - Kegel zweiter Ordnung und Classe zu umhüllen, der 
für jede Lage seines Mittelpunctes bestimmt ist, brauchen wir bloss diesen 
Mittelpunct auf der Doppellinie fortrücken zu lassen. 

225. Die vorstehenden Erörterungen über die Singularitäten der Com- 
plex-Flächen der allgemeinen Art übertragen sich sogleich auf den besondern 
Fall, dass irgend eine Linie, die dem Complexe angehört, zur Doppellinie 
der Fläche genommen wird. Dann wird einerseits die Doppellinie von allen 
Meridian -Curven der Fläche berührt und andererseits fällt eine gemeinschaft- 
liche Seite aller umschriebenen Complex - Kegel in die Doppellinie. Doppel- 
linie und Polare der Fläche fallen in einer geraden Linie zu- 
sammen. 

In dem allgemeinen Falle gibt es keinen directen Uebergang von Meri- 
dian-Curven, welche die DoppelUnie schneiden, zu solchen, welche sie nicht 
schneiden; gäbe es eine einzige solcher Curven, welche die Doppellinie be- 
rührte, so gehörte diese Linie dem Complex an und würde dann von allen 
Meridian- Curven berührt. Ebensowenig gibt es einen directen Uebergang 
von umschriebenen Complex - Kegeln , ausserhalb welcher die Doppellinie liegt, 
zu Complex -Kegeln, innerhalb welcher dieselbe liegt. In den Flächen der 
besondem Art sind alle Meridian - Curven reell und keiner der imischriebenen 
Complex - Kegel reducirt sich auf einen Punct. 

226. Während die Doppellinie von einer um dieselbe sich drehenden 
Meridian - Ebene umhüllt wird, wird sie zugleich beschrieben von dem Puncte, 
in welchem sie von der in der Meridian - Ebene liegenden Complex - Curve 
berührt wird. Jede Linie, welche in einer beliebigen Lage der Meridian- 
Ebene durch den Berührungspunct geht, schneidet die Fläche in vier Puncten, 
von welchen drei auf der Doppellinie zusammenfallen. Jede behebige Ebene, 
welche durch eine solche Linie der Meridian-Ebene geht , schneidet die Fläche 
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in einer Curve vierter Ordnung, die in dem Berühningspuncte einen Cuspidal- 
punct und die fragliche Linie zur Tangente in demselben hat. Die Meridian- 
Ebene ist der geometrische Ort 'für die Cuspidal - Tangenten aller Durch- 
schnitts-Curven , deren Ebenen dm'ch den Berühnmgspunct der Complex-Curve 
auf der Doppellinie gehen: in ihr fallen die beiden Tangential - Ebenen der 
Fläche in diesem Puncte zusammen. Wenn der Punct auf der Doppellinie 
fortrückt, dreht sich die Tangential - Ebene der Fläche in demselben um diese 
Linie. Die Doppellinie ist, ein Cuspidal-Strahl der Complex-Fläche. 
Sie besteht nicht mehr aus Segmenten, welche die immer reellen Durch- 
schnitte abwechselnd reeller und imaginärer Schalen der Fläche sind: in der 
€uspidal - Kante stossen zwei reelle Schalen der Fläche zusammen. 

227. Ein Complex - Kegel , dessen Mittelpunct beliebig auf der Doppel- 
linie angenommen wird, hat eine durch diese Doppellinie gehende Ebene zur 
Tangential -Ebene. Wenn wir durch den Mittelpunct des Kegels in dieser 
Tangential - Ebene eine beliebige gerade Linie legen und irgend einen Punct 
derselben zum Mittelpuncte eines umhüllenden Kegels vierter Classe nehmen, 
«0 ist für diesen Kegel die Tangential - Ebene des Complex -Kegels eine In- 
flexions-Ebene , welche von demselben nach der angenommenen geraden Linie 
{einer Inflexionsseite des Kegels) osculirt wird. Es folgt hieraus, dass eine 
beliebige Meridian-Ebene gemeinschaftliche Inflexions-Ebene aller umschriebe- 
nen Kegel vierter Classe ist, deren Mittelpuncte in ihr liegen. Wenn die 
Meridian -Ebene um die Doppellinie sich dreht, rückt der Mittelpunct des 
Complex - Kegels , der sie berührt, auf der Doppelhnie fort. Wenn wir irgend 
einen umschriebenen Kegel vierter Classe, dessen Mittelpunct in einer be- 
liebigen Meridian-Ebene liegt , durch irgend eine zweite Meridian-Ebene schnei- 
den, so ist die Durchschnitts - Curve von der vierten Classe, hat die Doppel- 
linie zur Inflexionslinie imd auf derselben denjenigen Punct zum Inflexions- 
puncte, welcher Mittelpunct desjenigen Complex -Kegels ist, der die erste 
Meridian -Ebene berührt. Wenn mit dieser Meridian - Ebene der Mittelpunct 
des Kegels vierter Classe sich um die Doppellinie dreht, bleibt die Doppel- 
linie fortwährend Inflexionslinie der Durchschnitts - Curve , während der In- 
flexionspunct auf ihr fortrückt. Die Doppellinie, welche in der vorigen Num- 
mer als ein Cuspidal-Strahl der Fläche auftrat, tritt in dieser Nummer 
als eine Inflexions-Axe derselben auf. 

228. Zwischen dem Fortrücken des Berührungspunctes der Complex- 
•Curven einer Complex-Fläche der besondem Art auf der Doppelinie und der 

Plückcr, Geometrie. 28 
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Drehung ihrer Ebene um diese Linie besteht identisch dieselbe Relation als 
zwischen dem Fortrücken des Mittelpunctes der Complex - Eegel der Fläche 
auf der Doppellinie und der Drehung der Tangential -Ebene derselben um 
diese Linie. Indem wir, von der allgemeinen Complex- Gleichung ausgehend, 
diejenige Complex -Fläche nahmen, welche OX zur Doppellinie hat, gelangten 
wir in der 170. Niunmer, unter Voraussetzung rechtwinkliger CJoordinaten, 
zu der folgenden Gleichung: 

tang()p = ^^^, 

wo qp in dem allgemeinen Falle, den wir bereits in der Note zur 193. Nxmi- 
mer betrachtet haben, den Winkel bedeutet, den eine beliebige Meridian- 
Ebene mit der CJoordinaten - Ebene ÄZ bildet und x dem Pole der Doppel- 
linie in Beziehung auf die in der Meridian - Ebene liegende Complex - Curve 
entspricht. In dem Falle der Complex-Flächen besonderer Art , wo die Doppel- 
linie eine Linie des Complexes ist und demnach in der Gleichung desselben 
die Constante A verschwindet, ist durch x die Lage des Berührungspunctes 
der Complex - Curven auf der Doppellinie gegeben. Die vorstehende Gleichung 
drückt also, wenn die Complex -Fläche besonderer Art einmal durch eine 
Complex - Curve beschrieben , das andere Mal durch einen Complex - Kegel um- 
hüllt wird, die fragliche Relation aus, die zwischen dem Fortrücken des 
Berührungspunctes der Complex -Curve, bezüglich des Mittelpunctes des Com- 
plex -Kegels, auf der Doppellinie und der Drehung der Ebene der Complex- 
Curve, bezüglich der Tangential-Ebene des Complex-Kegels, um diese Doppel- 
linie stattfindet. 

Indem wir von der Entstehung der Fläche absehen, können wir, in der 
vorstehenden Gleichung, x auf einen beliebigen auf der Doppellinie liegenden 
Punct der Fläche und g? auf die Tangential-Ebene derselben in diesem Puncte 
beziehen. Rückt der Berührungspunct auf der Doppellinie (dem Cuspidal- 
Strahle der Fläche) fort, so dreht sich die Tangential-Ebene der Fläche in 
diesem Puncte um die Doppellinie (der Inflexions - Axe der Fläche), ähnlich 
wie, wenn auf einer Erzeugenden einer Linienfläche zweiten Grades der 
Berührungspunct fortrückt, die Tangential-Ebene um dieselbe sich dreht. In 
beiden Fällen ist das Gesetz, nach welchem sich Berührungspunct und Tan- 
gential-Ebene gegenseitig bestimmen, dasselbe (Note zur 193. Nummer). 

229. In den Complex-Flächen besonderer Art, welche wir hier betrach- 
ten, wo alle Complex -Curven die Doppellinie berühren und diese Doppellinie 
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zugleich eine gemeinschaftliche Seite aller Complex-Kegel ist, fällt einerseits, 
wenn in jeder der vier singulären Ebenen die Complex-Curve in ein System 
von zwei Puncten ausartet , einer dieser beiden Puncte mit dem Durchschnitte 
des bezüglichen Strahles und der Doppellinie zusammen , während andererseits, 
wenn der Mittelpunct des Complex- Kegels einer der vier singulären Puncte 
ist und demnach der Kegel in ein System von zwei Ebenen ausartet, eine 
dieser beiden Ebenen durch die Doppellinie und die singulare Axe geht. 

Complex - Curven und Complex-Kegel ordnen sich in den fraglichen Com- 
plex -Flächen paarweise so zusammen, dass der Punct, in welchem die Curve 
die Doppellinie berührt, Mittelpunct des Kegels ist und die Ebene der Curve 
den Kegel nach der Doppellinie berührt. Derjenige. Complex-Kegel, welcher 
sich hiemach mit einer Complex-Curve, die in zwei Puncte ausartet, zu- 
sammenordnet, artet seinerseits in zwei Ebenen aus. Denn, in der gemach- 
ten Voraussetzung, muss der Complex-Kegel die singulare Ebene nach der 
Doppellinie berühren; er muss femer den singulären Strahl enthalten, der 
in dieser Ebene liegt, weil dei'selbe ganz der Fläche angehört und durch 
seinen Mittelpunct geht. Diese beiden Bedingungen können gleichzeitig nur 
dann bestehen, wenn der Kegel in ein System von zwei Ebenen ausartet, 
von welchen eine die singulare Ebene ist. Damit ist also bewiesen, dass die 
vier singulären Axen der Fläche in den vier singulären Ebenen 
liegen und die vier singulären Strahlen durch die vier singulä- 
ren Puncte gehen. 

229. Um, in dem Falle der fraglichen Complex - Flächen , deren Doppel- 
hnie in eine Linie des Complexes fällt, die acht Doppelpuncte nach dem 
Schema (113) der 221. Nummer zu vier auf die acht Doppelebenen zu ver- 
theilen, nehmen wir fttr die in diesem Schema durch 

1, 3, 5, 8, 

bezeichneten Puncte diejenigen vier dieser Puncte, welche auf der Doppel- 
linie mit den vier singulären Puncten 

zusammenfallen. Die vier übrigen Doppelpuncte 

2, 4, 6, 7, 

welche die vier Eckpuncte eines Tetraeders sind, wollen wir nun bezüglich 
durch 

(>i, (>2, Qz. Q, 

darstellen, so dass 

28* 
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P,Qx, P2O2. PzQz. P.Q. 

die vier singulären Strahlen sind. Das angeführte Schema gibt dann för 
die acht Doppelebenen: 



die folgende Symbole: 



I, 


n. 


m, 


ly, 


V, 


VI, 


vni, 


VII 


P. P. P. Q., 


Qi Q2 (?, P*. 


PiP.P.Os. 


Qi Q, 0* P„ 


PtPsP.O,, 


Lh Qi 0* P2, 


P»P,P*Qu 


Q,0,Q.Pi' 



Die vier Ebenen I, m, V, VIQ gehen dm-ch die vier Eckpmicte des Tetraders 
Oi02ihOA imd schneiden sich sämmtlich nach der DoppeUinie PiPiP^I^^ 
Es sind also die vier singulären Ebenen: 

^4> ^8> ^'2? ^\ • 

Die vier Ebenen n, IV, VI, VE fallen mit den vier Seitenebenen des Te- 
traeders zusammen und schneiden überdiess* di$ Doppellinie bezüglich in den 
vier singulären Puncten I\ P^ 1\ P^ . Die vier singulären Axen sind : 

(I, n), (EI, IV), (V, VI), (vm, vn). 

Aus dem Vorstehenden entnehmen wir die folgenden Relationen. 

Jeder Eckpunct des Tetraeders ist ein Doppelpunct der Fläche, die 
gegenüberliegende Seitenebene desselben eine Doppelebene. Diese schneidet 
die Doppellinie in einem der vier singulären Puncte, durch jenen geht eine 
der vier singulären Ebenen. Die gerade Linie, welche den Eckpunct des 
Tetraeders mit dem singulären Puncte verbindet, ist einer der vier singu- 
lären Strahlen, die Durchschnittslinie der gegenüberliegenden Seitenebenen 
des Tetraeders mit der singulären Ebene eine der vier singulären Axen 
der Fläche. 

In jeder der vier singulären Ebenen, die Meridian-Ebenen 
sind, liegen ein singulärer Strahl und eine singulare Axe; beide 
schneiden sich in dieser Ebene auf der Doppellinie in dem ent-. 
sprechenden singulären Puncte. 

230. Die Complex- Flächen hängen im Allgemeinen von siebenzehn von 
einander unabhängigen Cons tauten ab, Complex-Flächen, welche eine Linie des 
Complexes zu ihrer Doppellinie haben, von einer CJonstanten weniger. Diese 
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Complex - Flächen sind vollkommen bestimmt , wenn ihre Doppellinie und das- 
jenige Tetraeder, welches ihre vier Doppelpuncte zu Eckpuncten, ihre vier 
Doppelebenen zu Seitenflächen hat, gegeben sind. Doppellinite und Tetraeder 
können hierbei von vorne herein beliebig angenommen werden. 

Aus dem Vorstehenden ergeben sich die folgenden einfachen Con- 
structionen. 

Eine beliebige Seitenebene des Tetraeders (Q29 ös? Oa) ist eine Doppel- 
ebene der Fläche, der Punct, in welchem sie die Doppellinie schneidet, ist 
ein singulärer Punct Pi , die gerade Linie /\ Qi , welche diesen Punct mit 
dem gegenüberstehenden Eckpuncte Qi des Tetraeders verbindet, ein singulärer 
Strahl der Fläche , S^ . Projiciren wir diesen singulären Strahl auf die Doppel- 
ebene ((>3, Qs, Ö4), parallel mit der Doppellinie, so ist die Projection die 
ebenfalls durch den singulären Punct /\ gehende singulare Axe A^ und die 
projicirende Ebene die singulare Ebene Ei der Fläche. Die Berühnmgs-Curve 
in der Doppelebene ist dadurch bestimmt, dass sie, in dieser Ebene, durch 
die drei Eckpuncte Q2, Ö3, Ch ^^^ den singulären Punct Pi geht und, in 
dem letztgenannten Puncte, die singulare Axe A^ berührt. Der Berührungs- 
Kegel in Ol ist dadurch bestimmt, dass er von den drei Seitenebenen des 
Tetraeders, welche in diesem Puncte sich schneiden, berührt wird, so wie 
auch von der singulären Ebene Ei , und zwar nach dem singulären Strahle Si . 
Dieser Kegel hat in der Doppelebene {Q2, O3, Qa) zur Basis einen Kegelschnitt, 
der die drei in dieser Ebene liegenden Tetraeder -Kanten 02 0s> O^Q^y Q^Qt 
und ausserdem die singulare Axe Ai und zwar in ihrem Durchschnitte /\ mit 
der Doppellinie berührt. Die singulare Axe Ai ist also eine gemeinschaftliche 
Tangente dieser Basis und der Berührungs-Curve in dem singulären Puncte Pi , 
in welchen beide die Doppellinie schneiden; während die Berührungs-Curve 
durch die drei Eckpuncte des Dreiecks QtQzQi geht, berührt die Basis des 
Berühnmgskegels die drei Seiten desselben. In Gemässheit der Eeciprocität 
erhalten wir zwei Kegel, den Berühnmgskegel in dem Doppelpuncte Qi und 
einen Kegel mit demselben Mittelpuncte , der die Berührungs-Curve in der 
gegenüberUegenden Seitenfläche des Tetraeders umhüllt. Beide Kegel haben 
den singulären Strahl Si zur gemeinschaftlichen Seite und berühren nach 
derselben die durch die Doppellinie gehende singulare Ebene Ei. Während 
der Berührungskegel die in Qi sich schneidenden Seitenebenen des Tetraeders 
berührt, enthält der die Berührungs-Curve umhüllende Kegel die in dem- 
selben Puncte zusammenstossenden drei Kanten des Tetraeders. 
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Dieselben Constructionen können wir noch dreimal wiederholen und er- 
halten dann die sämmtlichen Singularitäten der Complex-Fläche. 

Hiemach können wir die Complex-Fläche selbst in doppelter Weise be- 
stimmen: einmal durch ihre Meridian -CuiTen, das andere Mal durch ihre 
Umhüllungskegel, deren Mittelpuncte auf der Doppellinie liegen. Zxmi Behuf 
der ersten Bestimmungsweise, auf die wir uns hier beschränken, legen wir 
durch die Doppellinie irgend eine Meridian -Ebene, welche die Berührungs- 
Curven in den vier Doppelebenen ausser in den vier singulären Pimcten auf 
der Doppellinie noch in irgend vier Puncten schneidet. Die Curve, nach 
welcher die Fläche von der Meridian -Ebene geschnitten wird, geht durch 
diese vier Puncte und berührt überdiess die Doppellinie. Es gibt solcher 
Meridian-Curven zwei, und folglich gibt es auch zwei Complex - Flächen der 
besondern Art, welche die sämmtlichen Singularitäten: die Doppellinie, auf 
ihr die vier singulären Puncte, die durch sie gehenden vier singulären Ebenen, 
endlich die vier Doppelpuncte mit ihren Berührungskegeln, sowie die vier 
Doppelebenen mit ihren Berührungs - Curven , gemeinschaftlich haben.*) 

231. Die Discussion der Singularitäten der allgemeinen Complex-Flächen 
überträgt sich unmittelbar auf den besonderen Fall der Aequatorial- 
flächen, wenn wir die Doppellinie der Fläche imendlich weit rücken 
lassen. Die Ebenen aller Complex - Curven (Breitenebenen der Fläche) sind 
unter einander parallel, die Mittelpuncte derselben liegen auf dem Durch- 
messer der Fläche, der hier an die Stelle der Polaren tritt. Die umschrie- 
benen Complex - Kegel werden Complex -Cylinder, deren Axen in Breiten- 
ebenen liegen. Es gibt vier Breitenebenen, die vier singulären Ebenen der 
Fläche, in welchen die Complex-Curve , als Curve zweiter Classe betrachtet, 
in zwei Puncte, als Curve zweiter Ordnung betrachtet, in zwei zusammen- 
fallende gerade Linien ausartet. Die vier Linien, welche die vier Paare von 



*) Wenn bloss die Singularitäten einer Complex-Fläche gegeben sind, so bleibt es unentschie- 
den, welche von den beiden geraden Linien, die die sämmtlichen vier singulären Strahlen und vier 
singulären Axen schneiden, die Doppellinie der Fläche und welche die Polare derselben ist. Bei 
dieser ünentschiedenheit entsprechen denselben Singularitäten zwei verschiedene Complex-Flächen, 
welche zwei verschiedenen Complexen zweiten Grades angehören. In dem allgemeinen Falle hängt 
die Bestimmung der Doppellinie und Polaren der Fläche von der Auflösung einer quadratischen 
Gleichung ab. In dem besondem Falle, wo Doppellinie und Polare der Fläche in einer Linie des 
Complexes zusammenfallen und sich von einander nicht trennen lassen, liegt der Construction der 
Fläche aus ihren Singularitäten nothwendig die Auflösung einer quadratischen Gleichung zu Grunde, 
während, in dem allgemeinen Falle, die Construction der Fläche eine lineare wird, sobald wir an- 
nehmen, dass von den beiden geraden Linien, deren Bestimmung von einer quadratischen Gleichung 
abhängt, eine beliebige die Doppellinie und demnach die andere die Polare der Fläche ist (224). 
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Puncten verbinden, sind die vier, ganz in die Fläche fallenden, singulären 
Strahlen. Die vier singulären Ebenen bei-ühren die Fläche nach der ganzen 
Erstreckung ihrer vier singulären Strahlen. Der Durchmesser der Fläche 
schneidet diese Strahlen in der Mitte der beiden auf ihnen liegenden Doppel- 
puncte. Vier der umschriebenen Complex-Cylinder arten in Systeme von zwei 
Ebenen aus, welche Doppelebenen der Fläche sind. Die die Axen der Cy- 
linder vertretenden Durchschnittslinien der vier Ebenenpaare sind die vier 
singulären Axen der Fläche; sie liegen in Breitenebenen und schneiden den 
Durchmesser der Fläche. Die Durchschnittscurve eines der Fläche um- 
schriebenen Complex-Cylinders mit einer gegebenen Ebene ist als die Pro- 
jection der Fläche auf diese Ebene, nach der Richtung der Cylinder- Axe , zu 

betrachten. Wenn wir in den Breitenebenen die Axen der prqjicirenden 

• 

Cylinder um die Doppellinie sich drehen lassen, so fallen sie in vier beson- 
deren Lagen mit den singulären Axen der Fläche zusammen. Dann gehen 
die Projectionen durch zwei sich schneidende gerade Linien, den Dm-chschnit- 
ten der Bildebene mit den bezüglichen beiden Doppelebenen , hindurch. Die- 
sem entspricht ein üebergang von Hjrperbel zu Hyperbel, deren reelle und 
imaginäre Axen, durch Null hindurchgehend, sich vertauschen.*) Die Be- 
rührungs-Curven in den beiden nach derselben singulären Axe sich schneidenden 
Doppelebenen haben diese Axe zur gemeinschaftlichen Asymptote und sind da- 
durch bestimmt, dass sie überdiess die acht Efoppelpuncte zu vier und vier 
enthalten. Die Berührungskegel in jedem der beiden auf demselben singulären 
Strahle liegenden Doppelpuncte werden nach diesem Strahle von der durch 
denselben gehenden singulären Ebene berührt und sind dadurch bestimmt, 
dass sie acht Doppelebenen zu vier und vier berühren. 

232. Wenn wir endlich, weiter particularisirend , denjenigen Fall be- 
trachten , dass eine Linie des Complexes , die unendlich weit liegt , zur Doppel- 
linie der Complex- Fläche genommen wird, so liegen von den acht Doppel- 

*) Wir dürfen hieraus nicht den Schluss ziehen, dass in dem Falle acht reeller Doppelpuncte 
und acht reeller Doppelebenen der Fläche — dieser Voraussetzung ist unsere Ausdrucksweise an- 
gepasst — die Complex-Cylinder sämmtlich hyperbolische, die Projectionen sämmtlich Hyperbeln sind. 
Es kann auch zwei parabolische Cylinder geben (Nr. 182.), und diese bezeichnen dann den üeber- 
gang von hyperbolischen zu elliptischen Complex-Cy lindem. Zwei Projectionen sind dann Parabeln — 
Protections -Richtungen entsprechend, welche beide innerhalb der Richtungen zweier auf einander 
folgenden singulären Axen liegen — durch welche Hyperbeln in Ellipsen und diese wieder in Hyper- 
beln übergehen. 

Die Meridian-Curven sind, unter der gemachten Voraussetzung, zwischen je zwei auf einander 
folgenden singulären Ebenen entweder sämmtlich Ellipsen oder sämmtlich Hyperbeln. Bei dem Durch- 
gange durch jede der vier singulären Ebene gehen Ellipsen und Hyperbeln in einander über. 
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puncten auf der Doppellinie, mit dieser zugleich, vier unendlich weit, vier 
Doppelebenen fallen, mit den vier singulären Ebenen zusammen. In jeder 
der letztgenannten Ebenen liegt einer der vier singulären Strahlen mid, 
parallel mit demselben, eine der vier singulären Axen. Die Complex-Curven 
in allen Breitenebenen sind Parabeln, weil sie die unendlich weit liegende 
Doppellinie berühren. Wenn die Ebene derselben parallel mit sich selbst 
fortrückt, so ändern die Parabeln beim Durchgang durch eine singulare 
Ebene , in der sie in zwei Puncte ausarten , von welchen einer unendlich weit 
liegt , den Sinn ihrer Erstreckung. Die imischriebenen Complex-Cylinder haben 
die unendlich weit liegende Doppellinie zur gemeinschaftlichen Seite und be- 
rühren nach derselben eine Breitenebene. Es sind hyperbolische Cylinder, 
welche Breitenebenen zu einer ihrer Asymptotenebenen haben. Diese H}T}er- 
beln , in welchen sie von einer beüebigen Ebene geschnitten werden , sind als 
die Projectionen der Fläche selbst anzusehen ; wenn wir der Axe des projici- 
renden Complex - Cylinders nach einander alle mögüchen Richtungen geben, 
so rückt eine der beiden Asymptoten der Hyperbeln parallel mit sich selbst 
fort. Wenn wir insbesondere nach der Richtung einer singulären Axe (der 
ein singulärer Strahl parallel ist) projiciren, so artet die Hyperbel in ein 
System von zwei geraden Linien aus, in die Durchschnitte der Bildebene 
mit der singulären Ebene und der Doppelebene , welche dm-ch die jedesmalige 
singulare Axe geht.*) 

Die vier nicht unendlich weit liegenden Doppelpuncte sind die Eckpuncte 
eines Tetraeders, dessen Seitenebenen die nicht durch die unendlich weit lie- 
gende Doppellinie gehenden Doppelebenen sind. Eine Seitenebene des Te- 
traeders und die singulare Breitenebene, welche durch den gegenüberliegen- 
den Eckpunct desselben geht, schneiden sich nach einer singulären Axe und 
parallel mit dieser geht, in der singulären Ebene, durch den Eckpunct 
des Tetraeders der bezügliche singulare Strahl. Die Berührungs - Cui-ve 
in der Doppelebene hat die singulare Axe zur Asymptote und geht durch die 
drei Doppelpuncte in dieser Ebene. Der Berührungskegel in dem gegenüber- 
liegenden Doppelpuncte schneidet dieselbe Doppelebene nach einer Hyperbel, 



*) Während bei den Aequatorialflächen überhaupt zwei parabolische Complex-Cylinder auf- 
treten, die, wenn sie reell sind, die Grunzen elliptischer Complex-Cylinder bezeichnen, fallen hier 
die beiden parabolischen Cylinder zusammen und elliptische Cylinder existiren nicht. In besonderu 
Fällen können, bei Aequatorialflächen überhaupt und insbesondere bei parabolischen, alle Complex- 
Cylinder parabolische sein. 



— 225 — 

welche ebenfalls die in ihr liegende singulare Axe zur Asymptote und die 
drei in ihr liegenden Kanten des Tetraeders zu Tangenten hat. 

233. Die Complex-Flächen, deren allgemeiner Discussion der vorliegende 
erste Abschnitt vorzugsweise gewidmet ist, bilden eine merkwürdige Familie 
von Flächen vierter Ordnung und Classe, die wir auch unabhängig von der 
Betrachtung der Complexe selbstständig für sich als solche Flächen dieser 
Ordnung und Classe definiren können, welche neben einer Doppellinie , sich 
gegenseitig bedingend, acht Doppelpuncte und acht Doppelebenen haben. Die 
Discussion dieser Flächen erhält dadurch, dass wir ihre Entstehung an die 
Betrachtung der Complexe knüpfen , ungeachtet der unendlichen Mannigfaltig- 
keit ihrer Formen und der grossen Anzahl ihrer Constanten, #ine über- 
raschende Einfachheit und Symmetrie. Andererseits bieten diese Flächen ein 
unschätzbares Hülfsmittel zur analytischen Discussion und geometrischen Ver- 
anschaulichung der Complexe. Wir werden im nächsten Abschnitte zur Dis- 
cussion der Complexe selbst übergehen, um später auf die Discussion ihrer 
Flächen zurückzukommen. 

Aber es gibt noch einen neuen allgemeinen Gesichtspunct , unter welchem 
Complex- Flächen betrachtet werden können, den ich hier schon zu bezeich- 
nen nicht unterlasse. Die von uns betrachteten Complex-Flächen werden von | 
Linien umhüllt, die einer Congruenz angehören und zwar einer solchen , die 
aus den zusammenfallenden Linien zweier Complexe besteht, , von welchen 
einer der allgemeine des zweiten Grades , der andere ein Complex des ersten 
Grades von der besondem Art ist, dass alle Linien desselben eine feste ge- 
rade Linie schneiden. Complex-Curven und Complex-Kegel werden von auf 
einander folgenden Linien der Congruenz, die sich schneiden, bezüglich um- 
hüllt und beschrieben. 

In analoger Weise steht jede Congi-uenz zu einer bestimmten Fläche in 
gegenseitiger Beziehung. Zwei auf einander folgende sich schneidende 
gerade Linien einer Congruenz bestimmen den Durchschnitt der beiden Linien 
und eine Ebene, welche beide enthält. Der Punct ist ein Punct der Fläche, 
die Ebene eine Ebene dei'selben. 

Der allgemeine Ausdruck 

2n{n—l), 
den wir für die Ordnung und Classe der Flächen der Complexe eines beliebigen 
W.Grades erhalten haben (Nr. 212.), reducirt sich für einen Complex des 
ersten Grades auf Null. Es gibt in diesem Falle keine von den Linien der 

Plücker, Geometrie. 29 
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CJongruenz umhüllte Fläche : diese Fläche wird durch zwei gerade Linien ver- 
treten, und' solche zwei gerade Linien können wir weder in Punct- noch in 
Plan-C!oordinaten durch eine einzige Gleichung darstellen. Die beiden geraden 
Linien sind zur Bestimmung der Congruenz hinreichend, und umgekehrt, 
wenn die Congruenz gegeben ist , erhalten wir in den beiden Directricen der- 
selben die beiden jfraglichen geraden Linien. 
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sind. Dabei erliall der Begriff der BenelVht'ii I'ihk tixiK-n >im<li Kiiit'LliiuiiL.' c< lieber Transcendenlen mit )>iinliv 
oder negativ gebrochenem Index eine weBintli.lie ErweiiLrung. i^fliW Mth nameiitlicli bei der IntegraUou 
linearer Diifereutialgleiclitmgen als äusterst niltzhch erweisen. 

Wenn jede Function eine Besseriicbe genannt wird, welche den lieiden oben erwähnten (i r imdgl eich un gen 
oder, was dasselbe ist, der ihnen Hquivalenten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung genügt, so kann 
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